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Bekanntlich führen viele Probleme der Analysis auf die Frage, ob für einen gegebenen »Kern« 
v (52,17) und eine (unter gewissen Beschränkungen verschiedener Art) willkürliche Funktion f(&) die 
Beziehung gilt: 


a) im f О said EIS). 


п == со 


Soll diese Formel insbesondere an allen Stetigkeitsstellen von f($) bestehen, und gehören zu den 
zugelassenen Funktionen f speziell auch diejenigen, die in einem Intervalle — 1, außerhalb dieses Inter- 
valles = О sind, so muß der Kern (тп) folgende Eigenschaft haben: für jedes Intervall Z, das den 
Punkt r im Inneren enthált, ist: 
í im joe (S owe ds — 1 


SOJI 


während, wenn x außerhalb / liegt: 


lim [Е (сл жс = 
и — СО JI 
ist. Das in Formel (1) auftretende Integral heißt dann ein singuläres Integral mit der singulären Stelle x. 

Eine umfassende Untersuchung solcher singulärer Integrale rührt von H. Lebesgue her.! An die 
Ergebnisse dieser Untersuchung wird hier angeknüplt. Wir stellen der von Lebesgue mit großer Voll- 
ständigkeit geiösten Frage, für welche Kerne die Beziehung (1) an allen Stetigkeitsstellen von f ($) gilt, die 
Frage an die Seite, für welche Kerne die Beziehung: 

b 

(2) lim SPD CR es YU E = RUDI 


п = 00 da 


überall dort gilt, wo die z:-te Ableitung ("0 (x) von f(x) existiert. Dabei legen wir dem Begriffe der m-ten 
Ableitung nicht die übliche Definition zugrunde: >" (y) ist die erste Ableitung von f=) (л) <, sondern 


1 Annales de Toulouse, Serie 3, Bd. 1, p. 25 ff. — Kurz vorher hatte einige hieher gehörige Theoreme bewiesen E. W. Hobson 
Proc. of the London math. Soc. Serie 2, Bd. 6, p. 349. 
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wir definieren in weiter tragender Weise!: existieren ап der Stelle x die Ableitungen bis zur (m—-1)-ten 
Ordnung und gilt die Entwicklung: 


gp 
Р(х + А) = (х) c E (X) 4... v wta h + o (I) Ju, 
| ну! 


wo а eine Konstante mom t (Л) = О ist, so wird die mie Ableitung definiert durch Zu (y) — m! .a. 
DEA 

Aus der Beantwortung der Frage nach der Gültigkeit von (2) lassen sich einerseits nun Bedingungen 
herleiten, unter denen (1) nicht nur an allen Stetigkeitsstellen von ZO) gilt, sondern überall dort, wo f ($) 
nı-te Ableitung jener Funktion ist, die aus /(5) durch m hintereinander ausgeführte unbestimmte Inte- 
grationen entsteht?; andrerseits gewinnt man aus der Beantwortung unserer Frage Bedingungen, unter 
denen Beziehung (1) т-та nach x differenziert werden darf, und zwar in der Weise, daß man auf der 
linken Seite unter dem Integralzeichen differenziert. 

Nach diesen allgemeinen Untersuchungen werden nun drei Typen singulärer Integrale näher 
betrachtet, die ich als den Stieltjes'schen Typus, den Weierstrass’schen Typus und den Poisson’schen 
Typus bezeichne. Der erste dieser Typen führt nämlich in einem besonders einfachen Falle auf eine 
Formel, die in einem Briefe von Stieltjes an Hermite enthalten ist, und die mit Formeln von Laplace und 
Darboux in engem Zusammenhange steht.? Der zweite dieser Typen diente Weierstrass zu seinem 
berühmten Beweise, daß jede stetige Funktion unbeschränkt durch Poiynome approximierbar ist. Der 
dritte endlich enthält als Spezialfall das bekannte Poissoen'sche Integral, das die erste Randwertaufgabe der 
Potentialtheorie für den Kreis löst und auf die sogenannte Poisson'sche Summierung nicht konvergenter 
Fourier'scher Reihen führt. Ein noch einfacherer Fall dieses dritten Typus liefert eine Formel, die als das 
Analogon der Poisson'schen Summierung für das Fouriersche Integraltheorem betrachtet werden kann, 
da sie aus der Poisson'schen Summierung der Fourier schen Reihe durch denselben Grenzübergang 
hergeleitet werden könnte, durch den die Fourier'sche Reihe ins l'ourier'sche Integral übergeht. 


Sr, Einige Sätze von Lebesgue und ihre Übertragung auf unendliche 
Intervalle. 


Sei « a, b > ein endliches Intervall *: a zz x zE b. Wir bezeichnen im Folgenden: mit $$, die Klasse 
aller in <a, bz integrierbaren? Funktionen; mit 5, die klasse aller in <a,b> meßbaren 
Funktionen, deren Quadrat in = а, 5> integrierbar ist; mit $, die klasse aller in < a, b > 
geschränkten, meßbaren Funktionen; mit &, die Klasse aller Funktionen, die in <a,5> nur 
Unstetigkeiten erster Art besitzen. ® 

Es bedeute et m) eine für alle $ von <a, b> und alle nicht negativen ganzzahligen 1 definierte, 
als Funktion von 5 іп <a, b => integrierbare Funktion. Wir setzen (allemal wenn dieses Integral existiert): 


b 
„= | EIER 


1 Diese Definition setzt nicht, wie die übliche, voraus, daß f(m—1) (8) in einer Umgebung der Stelle x existiert. 

2 Man beachte die zugrunde gelegte Definition der zi-ten Ableitung. Bei der üblichen Definition würdz der Satz für beliebiges 
m nicht mehr aussagen, als für m == 1, für welchen Fall er sich (in etwas abweichender Form und mit anderem Beweise) schon bei 
Lebesgue findet: a. a. O. p. 80. 

3 Wir verweisen diesbezüglich auf eine kleine Abbandlung, die Lebesgue dieser Formel widmet: Ann. de Toul. Serie 3, 
Ва тр ШОШ 

4 Es bedeutet stets < ои, @ > ein Intervall mit Einschluß, (0, Bi ein Intervall mit Ausschluß seiner Endpunkte. 

5 Das Wort »integrierbar« ist hier, wie im Folgenden, im Sinne der Lebesgue’schen Integration zu verstehen. 

6 Das heißt: jede Funktion von $$, hat in einem inneren Punkt von < a, b > einen rechtsseitigen und einen linksseitigen, im 


Punkt a einen rcehtsseitigen, im Punkt b einen linksseitigen endlichen Grenzwert. 
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Von H. Lebesgue wurden folgende Sätze bewiesen: ! 
I. Damit lim Z, (f) = 0 sei für alle Funktionen von Жү, ist notwendig und hinreichend, daß « (é, п) den 
п = оо 
Bedingungen genügt: 
1. Es gibt eine Konstante M, so daß, abgesehen von Nullmengen: ? 


le (Sal «M für alle a und alle ё von <a,b>. 


2. Für jedes Teilintervall ? <a, 6 — von <a, b с> ist: 


8 
lim (KEEN 


n= оо 
П. Damit lim Z, (f) = О sei für alle Funktionen von %,, ist notwendig und hinreichend, daß « (é, i?) den 
п = со 
Bedingungen genügt: 
1. Es gibt eine Konstante M, so daß: 


b : 
n (= (& 1)? d$ < M für alle m. 
a 


2. Pür jedes Teilntervall < o p = уоп < a, 0 т> iSt: 


Ee 
lim (ЕЕ == 0 
п = оо а 


Ш. Damit lim £, (f£) = 0 sei für alle Funktionen von %,, ist notwendig und hinreichend, daß c (ё, м) 
n= 


den Bedingungen genügt: 
1. Zu jedem u > О gibt es ein  — 0, so daß für jede Menge / sich nicht überdeckender, in 


<< a, b > gelegener Intervalle, deren Gesamtinhalt = à ist, die Ungleichung besteht: 
I (& m) ёр für alle и. 
1 


о Јеасе Кешпел = о 8 > уоп а Bist: 


d 
lim Í p (Sir) die 0. 


п= о0о 
IV. Damit lim (f) = О sei für alle Funktionen von %,, ist notwendig und hinreichend, даб c (5, л) 
1 = со 
den Bedingungen genügt: 
1. Es gibt eine Konstante M, so daß 


b 
Le (Em) 22 = 17 für allem 
Ki 


2. Für jedes Teilintervall < о, p= von <a, b — ist: 


B 
lim IK | 
и = al о. 


Diese Sätze können, mit geringfügigen Abänderungen, auch auf Intervalle übertragen werden, die 
sich ins Unendliche erstrecken. Es wird genügen, dies für das Intervall (— œ, + со) zu besprechen. 


1 Ann. de Toulouse, Serie 3, Bd. 1, p. 51 ff. Dabei ist bei Ansehreiben von lim Zu" stets mitverstanden, daß 7, (f) für 
п= оо 


alle 1: existiert. 
? Unter einer »Nullmenge« wird eine Menge verstanden, die, im Sinne von Lebesgue, den Inhalt O hat. 


3 Zu den Teilintervallen < о, B > von < a, b >, nicht aber zu denen von (a, b), rechnen wir auch das Intervall < a, b > selbst 
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Man erhält die Sätze für dieses unendliche Intervall am einfachsten, indem man sie durch die 
Substitution: 
e&—1 | DIG 


di em 5 e 
e+1 i—u 


auf die Sätze für das endliche Intervall < — I, 1 > zurückführt. Die Substitutionsformeln lauten: 


+ 1 

(1) | "(dic (Fe), E 
—oo Li \ 1—u) 1— и? 
1 + со Ge оё 

(2) | бшди=? f С бо 
Ex Le ев (ha Ty 


Die Definition der Klassen $y; bleibt für unendliche Intervalle dieselbe wie für endliche Intervalle. 
Dabei hat man, was die.Definition von @, anlangt, zu beachten, daß wir eine Funktion f(£) dann und nur 
dann als integrierbar in (— со, + oo) bezeichnen, wenn: 


lim Tre (8|a& 
х= + оо E 


einen endlichen Wert hat, so daß auch im unendlichen Intervall jede integrierbare Funktion absolut 
integrierbar ist. — Was die Definition von $, anlangt, so verlangen wir, daß für die zu $$, gehörigen 
Funktionen auch die beiden Grenzwerte: 


lim /) und lim Р) 
= +оо 


= —со 
existieren und endlich sein sollen. 


Dies vorausgeschickt erhalten wir, wenn wir nun: 


p i о (н) dt 


setzten, folgende Sätze: 


Ia. »Damit lim J„(f) = sei für alle Funktionen von %,, ist notwendig und hinreichend, daß Ф (é, и) 
den Кеи е 
1. Es gibt eine Konstante М, so daß abgesehen von Nullmengen: 
| (ё, n| < M — fr alle v und alle £. 


2. Für jedes endliche Intervall < o, f > ist: 


8 
lim 0 (ё, 11) d£ — O.« 
= o0 e 


Die Bedingungen sind notwendig. Für 2. ersieht man dies, indem man für f die zu $y, gehörige 
Funktion wählt, die in < a, > gleich 1, sonst = O ist. 


Angenommen es wäre 1. nicht erfüllt, so wäre für: 
Г lau 
(3) b (п, n) = elg ———,1 
1—% 
їп < — 1, 1 > Bedingung 1. von Satz 1 nicht erfüllt; es gäbe also eine їп <— 1, 1 > integrierbare 


Funktion g (u), für die nicht: 


1 
(4) lim | # (и) p (u, и) da — 0 
n= J= 
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ёл 
CO 
Ke 


ist. Nach Formel (2) ist die Funktion 


P 5—1 £5 
К ==? е . = 
e+1) (et +1)? 
integrierbar in (— оо, + œ). Und vermóge derselben Formel folgt aus dem Nichtbestehen von (+) auch das 
Nichtbestehen von: 


+ оо 
lim || JT) w (e t) d$ — 0. 


noo oo 


Damit sind die Bedingungen als notwendig erwiesen. 
Die Bedingungen sind hinreichend. In der Tat, wegen unserer Bedingung 1. genügt der Kern 
(3) der Bedingung 1. von Satz Lin <.— 1, 1>, und wegen unserer Bedingung 2. ist, nach (1), in jedem 


Teilintervalle <a, 5> von (— 1, 1): 
| ê 1 
lim d (u, и) 
T= le 1—u? 


in <a, 8 > geschränkt ist, genügt der Kern: 


dm = 10) 


Da 
1—w* 


dE 
1—u? 


in jedem Teilintervalle <a, p > von (—1.1) beiden Bedingungen von Satz I, so daß wir nach Satz) 
haben: 
1 


1—1? 


== О 


n = GO 


^8 3 
lim | d (u, n) du = lim fe — u?)« 0 (и, n) 
e N= 00 a 
Es ist nun leicht einzusehen, daß auch: 


m 
(5) lim | h (upa) du = 0. 


n = со 1 
In der Tat, da (abgesehen von Nullmengen): 
Ié (и, 2)| < M fürale ж und alle u von (— 1, 1), 


gibt es zu jedem => 0 ein 7 > 0, so daß für alle и: 


jos E " E 
(6) f b (u, n) ап <—; d b (n, n) — — - 
| 4 | 1 4 


Cu —т, 


i=} 
lim Ga п) = 0 
п = оо —1+ 1%, 


1—7 = 
d т (1t, d) An — für alle n > tis, 
ls | P 


Da, wie bereits gezeigt: 


ist, so haben wir: 


ES 


und somit, wegen (6): 


1 
il d ung) ди == für alle n zn. 


j 


womit (5) bewiesen ist. 


So sehen wir, daß die Beziehung 


lim d (m) дп = U 
m= со Ja 
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nicht nur für alle Teilintervalle <a, ß> von (—1, 1), sondern auch für alle Teilintervalle von < —1, 1 > 
besteht. — Es genügt also der Kern % (и, м) in < —1, 1 — beiden Bedingungen von Satz I. 


Ist nun f ($) integrierbar in (— оо, +), so ist nach (1) die Funktion 


e 2ле = 1 


© 
]—t 


2 
y i| 


integrierbar in < —1, 1>. Nach Satz | ist also: 


me lin 


п 
п= со n= оо 


E (u) Ф (и, u) du = 0. 
cnt 

Damit sind die Bedingungen 1. und 2. als hinreichend erwiesen. 

Bemerken wir noch ausdrücklich, daß Bedingung 2. nur von endlichen Intervallen < o, @ — handelt. 
Folgendes Beispiel zeigt, daß sie in Intervallen, die sich ins Unendliche erstrecken, nicht erfüllt zu sein 
braucht: es sei: 

JEE Rec ceri 


2105, == 
deck | O außerhalb (m, 1-1). 


Dann ist für jede in (— со, + со) integrierbare Funktion: 


T оо 
lim Г e (& п) 48 0, 


n=0 J- 


+оо 
| o (E m de=1. 


Па. »Damit lim Ja (f) = О sei für alle Funktionen von $, ist notwendig und hinreichend, daß Ф (ё, п) 
n= 


den Bedingungen genügt: 


während wir für jedes z haben: 


1. Es gibt eine Konstante M, so daß: 


+ оо 
| (0 (5, u)?4& < M für allen. 


co 


2. Für jedes endlichne Intervall = z, p => ist: 


8 
lim n 9 (5 п) d£ — O.« 


и= со 


Die Bedingungen sind notwendig. Für 2. ist dies wieder evident, Wäre 1. nicht erfüllt, so würde, 
wegen (1), der Kern: 


(2) Ab, п) = vs [is 


lu el 1 

ia ) \/1— #° 

іп << — 1, 1 => der Bedingung 1. von Satz П nicht genügen; es gäbe also eine іп << — 1, 1 > samt 
ihrem Quadrate integrierbare Funktion g (и), für die nicht: 


1 
(8) lim & (1) b (и, н) du = 0 
n= QOO 0/1 


ist. Nach Formel (2) ist das Quadrat der Funktion: 


vere к 


e+1) épi 
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in (— œ, + со) integrierbar. Da aber: 


1 /*4- oo 
f & (и) ф (и, т) du = f (&) v (& n) аё 


1 


ist, folgt aus dem Nichtbestehen von (8) auch das Nichtbestehen von lim 7, (f) = 0. 
n= оо 


Die Bedingungen sind hinreichend. In der Tat, wegen Bedingung 1. und Formel (1) genügt Kern 
(7) der Bedingung 1. von Satz П. Ferner folgt aus unserer Bedingung 3. daß in jedem Teilintervalle 
ОШ 


А ё [o тану du e E iu . 
lim 2 | elg EE =m dei | bin, ee, 
use u 1—н]1 u? n—co die JET 


ist. Da s in << 4%, > geschränkt ist, folgt, daß zugleich mit dem Kerne ' (1, n) auch der Kern 
n? 
— Yuu). 


Ve 


| in <a f> der Bedingung 1. von Satz li genügt. Fr genügt also in «4, $— beiden 
-— {7 П 


Bedingungen von Satz Il, so daß, nach Satz И: 


m“ KR 
d 


lim О aan = im | / 
d 


U= 00 Ja 6906 


Im: i um 
[чәй Sm, | Bu 0 
2 \ 1—1? 


ist. Wie oben sehen wir, daß hieraus wieder Gleichung (5) folgt, пиг haben wir uns beim Beweise von (6) 
diesmal darauf zu berufen, daß nach der Sehwarz'schen Ungleichung: 


` 


1 | 1 — 
| d (и, n) da < V т" [| (Gin, 2)) du == dai (M 
1 „т, 


161—7 


ist. — Wir sehen nun wieder, daß der Kern % (и, n) іп < — 1, 1 > beiden Bedingungen von Satz П genügt. 
Gehört nun f (Å) in (— ©. + eo) zu $, so gehört die Funktion 


—. l4-u =a 
oa == D | = — — —À— 
Ze у / 18 (= :| N ]— uu? 
in « — 1, 1 > zu %,. Nach Satz Il ist also: 
1 
Ш Сд == lim & (t) d Gn н) du О, 
dU 4-00, 4 


womit bewiesen ist, daß die Bedingungen von Satz Па hinreichend sind. Wie bei Satz 1 а sieht man, daß 
Bedingung 2. auch hier nur für endliche Intervalle < 2, 3 — erfüllt sein muß. 


IILa. »Damit lim J, == 0 sei für alle Funktionen von $%,, ist notwendig und hinreichend, daß « (ё, 1r) 
t o3 © , TEN ) 
п= 00 


den Bedingungen genügt: 
1. Zu jedem u > О gibt es ein A> О, so daß für jede Menge / sich nicht überdeckender Inter- 
valle, deren Gesamtinhalt = ist, die Ungleichung besteht: 


| 120, | d$ sen für alle р. 
Jl 


Und zu jedem р. > О gibt es ein 4, so daß: 


ul rt оо 
(9) ! me ugs eus | күт) dsp für alles 
2 Ja 


со 


2. Für jedes endliche Intervall — 2, p > ist: 
(à 

lim | e (É, 1) d È 0. 
D 


HKH 


v 


Qt 
e 
[е] 
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Die Bedingungen sind notwendig. Für 2. ist das trivial. Wäre 1. nicht erfüllt, so sieht man sofort, 
daß der Kern: 


(9) do, n) = 2o а ! 


+1 1 
, 2 
1—u 


]— u? 
im Intervalle < — 1, 1 > Bedingung 1. von Satz Ш nicht erfüllen würde; es gäbe also eine in < — 1, 1 > 
zu $, gehörige Funktion g (u), für die nicht: 


1 
lim | (п) Ф (п, у du = 0 


п = оо 1 


wäre. Setzt тап: 


so gehört f (É) in (— со, + со) zu $$, und es wird: 
1 +оо 
D £0), уан= [FOE mat 
—1 vd СО 


so daß auch nicht lim Ae (f) = O wäre, 


H= со 
Die Bedingungen sind hinreichend. In der Tat folgt aus unserer Bedingung 1., daß der Kern (9) in 
< —], 1 > der Bedingung 1. von Satz Ш genügt. Ferner folgt aus unserer Bedingung 2. daß für jedes 
Teilintervall < 2, ß> von (—1, 1): 


8 
lim | b (15, 01) dit = 0 


u= OO In 


ist. Wie bisher entnimmt man hieraus, daf) auch: 


MT 
lim | jy (1, п) йт = 0 


1 = 900. 3 


ist, nur hat man sich diesmal beim Beweise von (6) auf den zweiten Teil unserer Bedingung 1. zu berufen. 
— Es genügt also ' (0, м) in < —1, 1 > beiden Bedingungen von Satz HI. 


Gehört nun f (É) in (— со, + co) zu jy, so gehört 


EN lis = 


\ 


ПО И $5, Somit ist: 


il 
П О) lm 8 (ш) o (u, n) du — 0 


1100 Sea) 


und Satz Ill а ist bewiesen. 
Da die Funktion f ($) = 1 (oder (6) = 1 für& = f (5) Ocfür = O)rzu echo бс eher 
notwendig, daß auch für unendliche Intervalle Bedingung 2. erfüllt sei: 


DI 


кек as 
(Е Е = 07 


Too a 
lim oerodd: Én, lim 
Jis HOM 
Doch braucht dies in Bedingung 2. nicht ausdrücklich aufgenommen zu werden, da es vermóge 
Bedingung 1. aus der Gültigkeit von 2. für endliche Intervalle von selbst folgt. 


IV a. Damit lim Ja (f) = О sei für alle Funktionen von %,, ist notwendig und hinreichend, daß Ф (& 1) 
oo 


п = 


den Bedingungen genügt: 


Darstellung gegebener Funktionen. 598 


1. Es gibt eine Konstante M, so daß: 


+ co 
" Ie (ё, »))dE = M für alles. 


со 


2. Für jedes endliche Intervall < x, f — ist 


und es ist: 


0 со 
lim GE nd == О lim Е Mas 
n= 00 J- u= el 0 


Der Beweis wird geführt wie für Satz Ш а. Nur folgt diesmal die Tatsache, daß der Kern (9) іп 
<< — 1, 1 > der Bedingung 2. von Satz IV genügt, unmittelbar aus unserer Bedingung 2. 

Hier wäre es nicht hinreichend, Bedingung 2. bloß für endliche Intervalle auszusprechen, wie wieder 
das schon einmal verwendete Beispiel zeigt: 


ы 


1 іп (0,0-1) 
О außerhalb (m. 1 -- 1). 


Es genügt dieses der Bedingung 1. sowie der Bedingung 2. für endliche Intervalle, während 
wenn wir f = 1 wählen, wir für jedes s haben: 


dta у= 


$ 2. Ein Hilfssatz von Haar und Lebesgue. 


Wir kehren wieder zur Betrachtung endlicher Intervalle zurück, und beweisen tolgenden Satz, den 
wir weiterhin verwenden werden: ! 
n 
ү, ie @ п)|4& 
a 


У. Ist die Menge der Zahlen 
Gele Enichis@eschrankt, со gibt es eine, in < а р> stetige, in endlichevielene vor 


mopobecenPulcbenas ds. co xa vong bc verschwindende Funktion f(x), Tür dienieht 
Ша = О 151 
п = СО 


Wir erinnern daran, daß (bei gegebenem и) zu jedem о — U ein т, — О gehört, derart, dat für jede in 
<a, b => gelegene mefibare Menge Ў, deren Inhalt < т, ist, die Ungleichung gilt: 


(1) le ($, 1)! 8 << a. 
a 
Bezeichnen wir mit A, (ё) die Funktion, die = 1 ist, wo v ($, п) = 0, und = — 1, wo р (ё, м) < 0, so 
gibt es nach Voraussetzung eine (wachsende) Indizesfolge 11; mit lim 5; = œ, so daß: 
HE eren 
b b | 
(2) lim Img | S lim Au (5) e AS, 1j) de = aoo 
i=c0 Ja i = 00 Ја 


Wir zeigen zunächst, daß es auch eine Folge іп — a, b = stetiger Funktionen gn (EI gibt, die, 
ebenso wie die be (£) der Ungleichung genügen: 
(3) ess. 


1 Н. Lebesgue, a. a. O., p. 61. A. Haar, Math. Апп, 69, p. 335. Der im Test gegebene Beweis unterscheidet sich nicht 
wesentlich vom Lebesgue'schen Beweise. 
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die sämtlich in 4j, х, ..., ¥p verschwinden, und für die gleichfalls 
b 
(4) lim £n; (8)  (& 1) dE + оо. 
ee) Ja 


Sei also с > 0 beliebig gegeben. Wir schließen die Menge WM, aller Punkte von < a, b >, in denen 
cv (Б, ®) = О ist, in eine abzählbare Menge /„ sich nicht überdeckender Intervalle ein, deren Gesamtlänge 


den Inhalt von 9t, um weniger als Ex übersteigt. 1 Von den unendlich vielen Intervallen von Z, behalten 


Е т = Я 
wir eine endliche Menge J, bei, deren Inhalt hinter dem von 7, um weniger als 5 zurückbleibt. 


Bezeichnen wir nun mit A, (É) die Funktion, die = 1 ist in den Punkten von J,, sonst = — 1; dann 
unterscheiden sich //; und A, voneinander nur in den Punkten einer Menge, deren Inhalt = t, ist, und 
zwar ist in den Punkten dieser Menge: 

pou 
Es ist also zufolge (1): 


D b 
(5) Е (er Da fi (S) v (& n) dÈ 


= 2c. 


Die Funktion D. (&) ist auch noch unstetig, hat aber nur mehr endlich viele Unstetigkeitspunkte 
Eu, 5099, ...,62". Wir umgeben jeden derselben mit einem Intervalle < £j" — жс >, wo die 
hj" (с> О) so klein gewählt seien, daß alle diese Intervalle in (a, b) liegen, keine zwei einen Punkt gemein 
haben und: 


(6) 2 (int + hD p... 4 JD uns 


ist. Nun definieren wir eine Funktion £, ($) durch die Vorschrift: es ist g} (£) = Л (5) außerhalb der Inter- 
valle (59 — 09, Eu 4-17"; in jedem dieser Intervalle ist 97 (5) gleich derjenigen linearen Funktion, die in 
den beiden Endpunkten des Intervalles mit // ($) übereinstimmt. Dann unterscheiden sich gf und k% von- 
einander пиг in den Punkten einer Menge, deren Inhalt — cz, ist (wegen (6)) und in den Punkten diesen 
Menge ist: 

1, 9-2 (&)| = 2, 
so daß, wegen (1): 


b ("b 
(7) | i (E) o (É dE— | e (S) e (Е сЕ 26. 
| а wa 
Die Funktion г, (5) ist bereits stetig, genügt der Ungleichung Le (6) | = 1, erfüllt aber noch nicht die 
Bedingung, in x, 35,. ... ® zu verschwinden. 
Um auch das zu erreichen, legen wir um jeden dieser Punkte ein Intervall ? — Rf", дЕ m, 


wo die &j" (с> О) so klein gewählt seien, daß alle diese Intervalle in < a, b > л keine zwei einen 
Punkt gemein haben und: 


2 (090-00... 00) zu 


ist. Sodann definieren wir die Funktion s, (ê) durch die Vorschrift: es ist g, (6) = g} (EI außerhalb der 
Intervalle (1; — ki”, r-k”); in jedem der Intervalle < x;— £j", у>, beziehungsweise < ху, a;-- Àj? > ist 
gn (É) gleich derjenigen linearen Funktion, die in x; verschwindet und in ze E, beziehungsweise x;-- E 


mit g} (EI übereinstimmt. Dann unterscheiden sich g, und g; nur in den Punkten einer Menge, deren 
Inhalt > r, ist, und in den Punkten dieser Menge ist: 


& ж | ‹ 

|22 Eh E) < 2, 
1 Dabei bedeutet t, die zufolge der eingangs gemachten Bemerkung der Größe c zugeordnete Größe. 
? Fällt der Punkt x, mit a oder mit b zusammen, hat es statt dessen zu heißen: 


<a, a+ MI? р> oder < р — Е), b>. 
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so daß, wegen (1): 
b b 
(8) Гавввтаз- see masas 


Die Funktionen 2, ($) sind nun stetig, genügen der Ungleichung (3) und verschwinden in x, x,,. . . 
Die Ungleichungen (5), (7) und (8) zusammengenommen ergeben: 


t р 
[hrema | £n (&) e (ё, п) de « 65, 
a a 


und wegen (2) ist daher auch (4) bewiesen. 
Wir setzen nun: 


b 
(9) f е (Ён) = La 


Beim weiteren Beweise von Satz V können wir annehmen, es sei für alle /: 


im Z, (8) — 0. 
(10) n- со f 

Wäre nämlich dies für ein i nicht der Fall, so wäre ja, indem wir f= g; nehmen, die Behauptung 
Schon bewiesen. 

Wir können dann aus der Folge der Indizes 7; eine wachsende Teilfolge л; (mit == n, beginnend) 
so herausgreifen, daß folgende drei Eigenschaften bestehen: 

I, Für n =m ist: 

“+ 


1 р, zi: = SÉ | & \ «1 
| | puo Fr | | 
z Ju. (En, N zu In, i 
3. Le cR 
hu 5 


und zwar läßt sich dies für Eigenschaft I. wegen (10), für Eigenschaft 2. wegen (4), für Eigenschaft 3. 
wegen (2) erreichen. 
Schreiben wir nun der Kürze halber: 


Eni, = go ` Lng = Lo E D = ДО 


so haben wir: 


(11) О л + |< ingre уши. 
(12) ID (gt) > Zei LO, 
(13) Ге) > ТА, 
Wir setzen: 
(44) =з» E ro zT goes 


dann 151, wegen (3), diese Reihe gleichmäßig konvergent, und somit f eine stetige Funktion, und es 
ОТЕП Пава Jen vorgeschriebeneu Punkten л. л»... 3 
Wir bilden: 


gv em EE I ——————— 2” + Г | 


Io (f) = I9 | gto 
“ 8 i а ДО) \ о» Lo? 


2 Fo Оз =з у= 
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Hierin ist, wegen (11): 


(15) = | 


I9 | go + go. == |= 


== 
2 ТА) 9-2 16-9) 


und wegen (12): 


1 \ D 
(16) iL PAA (у=) 89 е = 


Endlich ist, wegen der gleichmäßigen Konvergenz von (14): 


IN (gr) JE NNNM (ge*3) dom 


m us oui p) 


I9 1 gem EE were gem d ee 
2» FL) 2»31 Eu 


und somit, wegen (3), (9) und (13): 


P gen + ol g er ) 


LOG MH Т” +1) 


Ш 


2 Ze za n Те 


1 
(17) == 
2v = 29v p (vH) 2 


(für v — 1). 
Die Ungleichungen (15), (16), (17) ergeben nun zusammen: 


IOCIS Je, (N = 


und da lim 2; = оо war, soist nicht lim Z, (f) = 0, womit Satz V erwiesen ist. 
у= со y n= со 


$ 3. Darstellung der Ableitungen einer gegebenen Funktion. 


Wir nehmen пип an, es sei (é, 4, 1) für jedes nicht negative ganzzahlige п und für alle x des 
endlichen Intervalles (а, b) in < a, b > als integrierbare Funktion von ё gegeben; wir bezeichnen e (6, x, тт) 
mit einem der Theorie der Integralgleichungen entlehnten Ausdruck als Kern und setzen: 


ь@®= [еба 


Es wurde von H. Lebesgue folgender Satz bewiesen: 1 


VI. »Damit für alle der Klasse $$; angehórigen Funktionen f, die im gegebenen Punkte x von (a, b) 
stetig sind, die Gleichung gelte 


Fo) lim 7,05 8) 


ist notwendig und hinreichend, daß der Kern v (Å, x, 17) folgenden Bedingungen genügt: 

1. In jedem den Punkt x nicht enthaltenden Teilintervalle < 2, 8 > von < a, b > ist Bedingung 1. 
desjenigen der Sätze I bis IV erfüllt, der sich auf die Klasse %; bezieht. 

2. Für jedes den Punkt x nicht enthaltende Teilintervall < o 8 — von <a, b — ist: 


B А 
lim oE vm ae 05 
11 — oO Ju 


3. Es gibt eine Konstante N, so daß 


b 
| lo (Ё, x, n)| d& —N für alen 
a 


1 A. а. O., p. 69 ff. 
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4. Es ist: 
b 
lim | CE ЖЕ, а= 1 


n= оо 
Wir wollen nun im Folgenden den Satz beweisen: 


VIL Damit für alle der Klasse $; angehórigen Funktionen f, die im gegebenen Punkte x 
von (a, b) endliche Ableitungen der m ersten Ordnungen haben, die Gleichung gelte: 


(1) mE), 


п= GO 


ist notwendig und hinreichend, йай der Kern =(< х, 1) folgenden Bedingungen genüge: 

Па Јеает аел ра киеп кеп анепчеп епгегуаШе = ni топ bist 
Bedingung 1. desjenigen der Sätze Ibis IV erfüllt, der sich auf die Klasse $y; bezieht.! 

2. Für jedes den Punkt x nicht enthaltende Teilintervall < о, $ > von <a, b z ist: 


B 
lim n oE Mis e 


a= оо 


3. Es gibt eine Konstante N, so daß 


b 

(2) | |(—4)”#% (& x, 0) № für allen, 

а 

4. Es ist: 
b 
(3) lim | б e g75—0 ke) 12... Жш 1), 
n= оо а 
; : 

(4) lim [| (Alla I d = 

n= 00,1 


Die Bedingungen sind hinreichend: In der Tat, wenn f(£) im Punkte x endliche Ableitungen der 
ersten m Ordnungen hat, so können wir schreiben: 


n, 


2) f = + = O (а) (2—9) (8), 
WO: х 
(6) lim о (6) 0 


ist; setzen wir also « (x) = О, so ist die Funktion о ($) im Punkte x stetig. 
Wegen (5) ist nun: 


b ed b b 
JESUS 0) cl © (£2, ш) d$ + » 1 (£—x) c ($, x, n) dí + | в (у (et (E ху 
a — D а da 


5l 


Wegen (3) und (4) erhält man daraus: 


b 
lim (т. (2 2) = о (3) ($—x)" о (& x, m) d jm (9), 


п= 00 \ 


so daß zum Beweise von (1) nur mehr zu zeigen ist, daß: 


b 
(7) lim | eg xc rupdgs-O ist 
a 


n — оо 


1 Die in dieser Bedingung auftretende Konstante M (beziehungsweise bei der Klasse ўз die Konstante X) braucht keineswegs 
für alle diese Intervalle dieselbe zu sein. 
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Sei, um das nachzuweisen, s > О beliebig gegeben. Es gibt wegen (6) ein  — 0, derart, daß: 


\®(Ф)|<$ in «x—h, x45. 
Wegen (2) ist dann: 


ud 
(8) n w (8) (E— x)" o (ё, x, 9) o <N Tür allen, 
ie x—h 


Zufolge (5) gehört (£—2)"-« (£) zugleich mit f (&) zur Klasse @, Wegen Bedingung 1. und 2. hat man 
daher, unter Berufung auf denjenigen der Sätze 1 bis IV, der sich auf die Klasse %; bezieht: 


n= со п= СО +h 


x—h b 
iim | o (E) (E r) (Е r e 0; lim [| о (6) (£— 2)" о (&, x, и) d$ = 0, 


und somit gibt es ein äu so daß fürn > 1: 


th ; b 
(9) |] e (8) (£—x)" c (x u)d& «e: | o (5) (£—2)" e (& x, n) d6| e. 
| 


a ] lex 
Die Ungleichungen (8) (9) zusammengenommen ergeben: 


| 
| 


b 
Lamaen 


а | 


<(N+2)e für n ze tn, 


und da s beliebig war, ist damit (7) und somit auch (1) bewiesen. 

Die Bedingungen sind notwendig: Wäre in der Tat 1. oder 2. für ein den Punkt x nicht enthalten- 
des Teilintervall <a, 8 > von <a, b > nicht erfüllt, so gäbe es, nach demjenigen der Sätze I bis IV, der 
Sich auf die Klasse %; bezieht, in <a, 8 — eine der Klasse %; angehórige Funktion g (&), für die nicht: 


B 
im 8s s ai 
n= O00 Ja 
gilt. Definieren wir dann f (&) durch die Vorschrift: 

JF (3) EE oe ese р> (Е) апр егу р exe te KS 


so gehört f (£) auch in <a, b > zur Klasse jy; und es ist f? (y) = 0, während die Gleichung: 


B 

lim x) [= lim | g (6) v ($, x, n) as) == (0) 
п== со VE o 

nicht gilt. 


Angenommen es sei Bedingung 3. nicht erfüllt. Dann gibt es, nach Satz V, eine in < a, b > stetige 
für 2 — x verschwindende Funktion o (8), für die nicht: 


b 
lim | о (5) (8—x)" o (E, x, n d = 
n= Ja 
ist. Wir setzen: 

РО = G—x)" e @). 

Dann besitzt f (5) im Punkte x eine ın-te Ableitung und es ist: 
JO) = 9, 
während die Gleichung: 
олу к= 
п= со 


nicht gilt. 


Bedingung 4. ergibt sich als notwendig, indem man für f ($) die Funktionen wählt: 
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Die Sätze VI und VII können ohne weiteres auf unendliche Intervalle ausgedehnt werden. Wir 
setzen. 


л (ба) = f "pes, adi 


bezeichnen, tür s => 0, mit 4 ($, x, 1, s) die Funktion von & die in << r—s, x + s => den Wert О hat, sonst mit 
о (ё, x, n) übereinstimmt, und haben: 

VIa. »Damit für alle in (— œ, + со) der Klasse 75; angehörigen Funktionen f, die im gegebenen 
Punkte x stetig sind, die Gleichung gelte: 


= mU 9; 


H со 
ist notwendig und hinreichend, daß 7 (& x, 2) folgenden Bedingungen genügt: 


1. und 2. Für jedes = > О genügt der Kern p ($, v, 2,2) den Bedingungen 1. und 2. desjenigen der 
Sätze la bis IV a, der sich auf die Klasse %; bezieht. 


3. Zu jedem e > О gibt es еіп N, so daß 


LEE 
|| | (E x. wy di-N {йг allem. 
ДЕ 
4. Für jedes s > O ist: 


ix d "(Sca tede = l 
X—€ 


$i == GO 


Vila »Damit für alle in (— eo, + со) der Klasse jy; angehórigen Funktionen, die im gegebenen 
Punkte x von (a, b) endliche Ableitungen der m ersten Ordnungen haben, die Gleichung gelte: 


у (n esum se Cow 


1 = со 
ist notwendig und hinreichend, daß » ($, v. 2) folgenden Bedingungen genügt: 
1. und 2. wie in Satz Vla. 


3. Zu jedem s > О gibt es ein N, so daß: 
"Xt 
| |((&—x)" 0 ($, a, im) dë A für alle н. 
ve 
4. Für jedes = > O ist: 


Ж+Е 
lim (СЕТО СЕЕ ОВ (= 01 онт), 
п = O0 y c 
PFE 
lim (E— ax)" o (5, x, 1) S = milk 


n = O0 lee 


Zum Beweise von V[a und Vila hat man nur zu bemerken, daß wegen der Bedingungen 1. und 2. 
nach dem in Betracht kommenden der Sätze I a bis IV a für jedes s > О: 


Í 7 Mie 4 Е " +оо S B 
lim JJ, (f, e f (e (S v) dis lim Uo (үл Te ==) 
n= со x: n= со — со 
ist, wodurch die Betrachtung von lim J, (f, x) auf die von 
n= со 
"xs 
lim ЕСЕ) 
n= 00 )x—: 


zurückgeführt ist. Auf dieses Integral aber sind die Sätze VI und VII anwendbar. 


600 Jb. JS qub, 


$ 4. Darstellung der verallgemeinerten Ableitungen. 


Das Resultat von 8 3 läßt sich noch ein wenig verallgemeinern, wenn wir annehmen, daß der Kern 
in einer Umgebung der Stelle x, etwa für || xz £, einer der zwei Bedingungen genügt: 


(1) o (xt, x n) = o (х—1, x, n), 
(2) p (x+ t, x, n) = —Ф (x— t, x, 1). 
Den Ausführungen von $ З lag folgende Definition der ın-ten Ableitung einer Funktion zugrunde: 


Sei / (и) eine in der Umgebung der Stelle nọ definierte Funktion, die in 1, Ableitungen der 27 — 1 
ersten Ordnungen besitzt: 


Fin) FI ugs. s, PD (00). 
Gibt es dann eine endliche Zahl a, so daß in einer Umgebung von mn die Entwicklung gilt: 


Ju —f(ug) — y = (uy) = a (u— 1)” + e (10) (u — uy", 
vcr Ое 
WO: 


Dm о (2) = 0 


ti = tio 
ist, so wird: 
m! а — f 99 (ny) 
gesetzt und als die 72-е Ableitung von f(u) an der Stelle n bezeichnet. 
Diese Definition wurde von Ch. J. de la Vallée-Poussin in folgender Weise verallgemeinert: ! 
Sei f (и) eine in der Umgebung der Stelle т definierte Funktion, und es gelte für alle hinlänglich 


kleinen |ż| (0) eine der beiden Entwicklungen: 


ША 


( ) —[ 2i 
(3) f (tto 4-1) + ftt ) = а, Ss yas і SI (2 gem 
2 Ao 
t= 
m - 
Eur, = 2i4l 
(4) nd — Fn — 0 - у SH d + o (H) f£, 
2 cu TS 
ї==0 
worin: 
(5) Dm o)=0 


=0 


sei. Es heißen dann, wenn (3) gilt, die Koeffizienten a; (i = 0, 2, ., 2m)?, und wenn (4) gilt, die 
Koeffizienten a; (/— 1,3, ..., 2m + 1) die verallgemeinerten Ableitungen Gier Ordnung von 
fin) ander telle. 

Vergleicht man diese Definition mit der oben angeführten Definition der i-ten Ableitungen, so 
erkennt man sofort: wo die i-te Ableitung (? > О) von f (u) existiert, existiert auch die verallgemeinerte 


i-te Ableitung und ist gleich der z-ten Ableitung. 
Wir werden die verallgemeinerte 2-е Ableitung von f (и) mit f (1t) bezeichnen. 


Wir haben dann folgende Sátze: 


1 Acad. Bruxelles, Bulletin, Classe des Sciences 1908, p. 214. 
2 Wie man sieht, ist eine »0-te Ableitung« von f an der Stelle zy sicher vorhanden, wenn f dort einen rechts- und einen links- 
seitigen Grenzwert f (151-0), beziehungsweise f(ug—0) besitzt. Und zwar ist die O-te Ableitung dann nichts anderes als das arith- 


1 
metische Mittel — (f (154-0) -- f (ttg— 0)) dieser beiden einseitigen Grenzwerte. 
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УШ Es genüge für ein gegebenes x von (a, й) und für alle | = 2 der Kern 9 (ё, x, s) der 
Relation (1) Damit für alle der Klasse %; angehórigen Funktionen, die im РДА aene 


verallgemeinerte Ableitung fe”) (y) besitzen, die Gleichung gelte: 


(6) fe m) (mer m 


п 00 
ist notwendig und hinreichend, daß noch folgende Bedingungen erfüllt seien: ! 
1. und 2. Es sind die Bedingungen i. und 2. von Satz VI erfüllt. 


3. Es gibt eine Konstante N, so daß 


Ten '"m(s x т N für аПеже, 
a 
AAEE ist. 


(7) lim m f'ere KEE 


H = со 


11 = оо 


(8) lim m (к=) ал пуй E = (2m)! 


Es genüge für ein gegebenes х von (a, b) und alle |?| S% der Kern 7 (& т м) der Relation 
(2. Damit für alle der Klasse %; angehórigen Funktionen, die im Punkte x eine verall- 


Ж. S s x 
gemeinerte Ableitung +20 (a) besitzen, die Gleichung gelte: 


(ба) fene (y) = Dm I, (f, a). 


ist notwendig und hinreichend, daß noch folgende Bedingungen erfüllt seien: 
1. und 2. Es sind die Bedingungen 1. und 2. von Satz Vl erfüllt. 


3. Es gibt eine Konstante N, so daß: 


mh 
l CEO ет Wd < № für allen, 
а 
4. Es ist: 
"b 
(7а) lim Gere, Е SO qr 1,3... 2M 
== СО а 
b 
(8a) lim еа це ЕЕ 234-1)! 
= со 


a 


Wir beweisen die erste Hälfte dieses Satzes. Es handelt sich nur darum, daß die Bedingungen 
hinreichend sind; denn der Beweis, daß sie notwendig sind, ist derselbe wie in $ 2. 
Um nachzuweisen, daß unter den gemachten Voraussetzungen Gleichung (0) besteht, schreiben wir: 


ад "zb 
dE SEN ТИС (ЕУ E "A (ie (& v, 1) d + Е ANTES 
“ x-k 
Da die Bedingungen i. und 2. erfüllt sind, ist hierin, auf Grund desjenigen der Sätze I bis IV, der 
sich auf die Klasse %; bezieht: 


x—k rb 
lim 1. Jf (Se (S xm ei): ш URS © (& де PRESS ==, 
“ 


n= со n= leit 


1 Dies gilt auch für m == 0, Die Gleichungen (7) fallen dann weg, und in 18) steht auf der rechten Seite: 1. 
Denkschriften der mathem.-naturw. Klasse, 93. Band. 51 
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Um also (6) zu beweisen, haben wir nur nachzuweisen: 


РА Ж+Ё 
(9) fe (х) = lim ab pus (ОЕ а) ав: 
/ x—k 


i= СО 


Da aber für || = k Beziehung (1) gilt, können wir schreiben: 


Ж+Ё 


EIERE 
k 0 


K—. 


Setzen wir hierin die Entwicklung (3) ein (и, = x), so haben wir weiter: 


к+Ё D E ` 
1 f (Gt (& x, юа ta, | e (Etr x, з) dt -- 2 cu Ріо (ж-т, n)di + 
x—k 0 = (22)! 0 


т 


Ё ark ds; Х+Ё \ di 
+2 | (D) P" e (xA-t x п) dt —a Duc vc dee NE Ein (E v, n d£ 4- 
(10) Ж | o | — Ee 
0 Jis О 8, 


Х+Ё 
+ (Е (С ИЕА 
х—Ё 
wobei berücksichtigt ist, daß zufolge (3) e (7) eine gerade Funktion von f ist. 
Nun ist, wegen der Sätze von $ 1: 


x—k b 
lim | El = ОК. (бло со == к= E i 
а 


п= со п= 00, x+ 


also, wegen (7) und (8): 


x+ : | _ | 
lim | (к= ушЫ Л з= VE sa) 


lim | (8 pm d (& a; qmdem 
n= yp 
Berücksichtigt man dies, sowie die Tatsache, daß a», = fen) (x) ist, so sieht man aus (10), daß (9) 
und damit auch (6) bewiesen sein wird, wenn: 
| ux -4-k 
lim |. o (£-—4) (£—39" о (Ё, x, п) dé = С 
1t = оо д Kk 
nachgewiesen sein wird. Dies aber beweist man, da (5) gilt, genau so, wie Gleichung (7) in § 3, was nicht 
noch einmal durchgeführt werde. 
Damit ist die erste Hälfte des ausgesprochenen Satzes bewiesen. Der Beweis der zweiten Hälfte ist 
analog, nur hat man sich, statt auf (1) und (3), auf (2) und (4) zu stützen. 
Vlll a. »Man erhält aus Satz VIII einen für das Intervall ( — со, + œ) gültigen Satz, indem man in 
Bedingung 1. und 2. von Satz УШ statt »Satz VI« setzt: »Satz VI a« und in Bedingung 3. und 4. von 
Satz VIII die IBtegrationsgrenzen а und b ersetzt durch л — = und x + s (2 > O).« 


$ 5. Bedingungen für gleichmäßige Konvergenz. 
Wir wollen nun Bedingungen dafür aufstellen, daß die Konvergenz von Г, (f, x) gegen f? (x) eine 
gleichmäßige sei. 
Es hänge in den Sätzen von $ 1 die Funktion « (& п) noch ab von einem Parameter ж und werde 
deshalb geschrieben « ($, a, n). Und zwar sei т für alle einer Menge Y angehórigen Werte des Parameters 
4 als in < a, b > mefibare Funktion von & gegeben. Wir setzen: 


50,2 [уфе ar 
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IX. Damit für jede Funktion f der Klasse $; die Beziehung: 
(О) im 2, (5 9) = 0 


п= оо 


gleichmäßig für alle « von Ў gelte, ist notwendig und hinreichend, daß = folgenden 
Bedingungen genügt: 1 


1 а. Für jedeseinzelne a genügt s der Bedingung 1. desjenigen der Sätze I bis IV. der 
5 саш die Klasse 5 bezieht 


12. Für die Klasse %,: Es gibt einen Index x, und eine Konstante JM, so daß, abgesehen von Null- 
mengen: 


Le (2,0. u)| <M für alle à von < a. bz, alle u u, und alle я von N. 
Für die Klasse %,: Es gibt einen Index 7} und eine Konstante M, so daß: 


b 
| (c (& 2, LE < ЛІ füralen u, und alle z von N. 
а 


Für die Klasse $y,: Zu jedem u > О gehört ein л > 0 und ein Index 74, so daß für jede Menge 7 sich 
nicht überdeckender Teilintervalle von < a, b>, deren Gesamtlänge < А 151, für alle n ze л, und alle 
a von 9(: 


fre a, 1| d$ < p 
m 


Für die Klasse %,: Es gibt einen Index и, und eine Konstante JM, so daß: 


Р 


| [e (È, o, п)| 46 << М für alle n zz 1 und alle o von Ў. 
a 


2 селее Teilintervall < =, > von < 2 b= gilt die Beziehung: 


ё 
lim [re E pad = (0 
1,2 00 |n 


gleichmäßig für alle a von 8. 


Die Bedingungen sind notwendig. Dies ist trivial für | a und 2. Wäre 1 b nicht erfüllt, so gäbe es 
eine Folge von zu Y gehörigen Werten 2; und von Indizes i; mit lim 0; = eo, so daß für е ($, 7) = 7 ($, su, н) 
ee 
Bedingung 1. des in Frage kommenden der Sätze I bis IV nicht erfüllt wäre. Es gäbe also in 5; eine 
Funktion f, für die nicht 
b 
lim ea, 0) 
{ = бО va 


wäre, so daß für dieses / Beziehung 10) nicht gleichmäßig für alle x von Ў gelten würde. 


Die Bedingungen sind hinreichend. Denn sind sie erfüllt, so genügt für jede Folge z aus М und 


jede Indizesfolge лғ; mit lim л; — оо die Funktion 5 (ё, ze %, т) den Bedingungen 1. und 2. des in 
i = со 
Frage kommenden der Sätze 1bis IV, so daß (für alle solchen Folgen 2; und vi: lim Je (f, 2;) = ist. 
f= со 


was gleichbedeutend ist mit der gleichmäßigen Konvergenz von (0). 


1 Vgl. Н. Lebesgue, a. a. O., p. 68. 


2 Dabei kann die in dieser Bedingung auttretende Konstante M (beziehungsweise, bei der Klasse ўз, die Konstante A) noch 


von v abhängen. 
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Sei wie bisher der Kern © (ё, v, n) für jedes x von (a, b) als eine іп < a, b > integrierbare Funktion 
von & gegeben. Seis irgend eine positive Zahl. Wir leiten, wie schon einmal, aus dem Kerne & (5, x, т) 
einen Kern 6 (& x, 11, =) her durch folgende Vorschrift: 
fo in < 0—2, x+.> 


S 3e d €) sum А | 
ls (& x, m) in <a, b> außerhalb < r—s, x+e>. 


Dann gilt folgender Satz: ! 
X. Für den Kern c (& х, и) seien die nachstehenden Bedingungen erfüllt: 


und 2 Pur jedes gegebene= = 0 genügt der dem Kerne 9 A zugeordnete d my 
$ (ё x, 9, є) im Intervalle < а, b> den Bedingungen la, 15,2. des Satzes IX für die Klasse $y; 
wenn unter x die Veränderliche x, unter X ein Teilintervall < a’, b' — von (a, b) verstanden: 
wird. 

3. Zu jedem (hinlänglich kleinen) s > О gehört ein N, so daß: 


m 
х= 


4. Für jedes (hinlánglich kleine) = > O gilt die Beziehung: 


р (ё, x dë < N für allen und alle x von <a), Р >. 


XE 
lim " 525-2) qi e 1l 
x 


= оо 


gleichmäßig für alle x von = т, P >. 
Dann gilt für jede der Klasse $; angehórige Funktion f, die in jedem Punkte von < af, b' > 
stetig ist?, die Beziehung: 


#6) Elm 165%) 


n= 


gleichmäßig für alle x von <a’, P >. 
Wir geben ein 7 > О beliebig vor, und zeigen zunächst: es gibt ein e > 0, so daß: 


FO- (3)| =y für alle x von < a’, b > und alle & von 5—2, x4-s >. 


In der Tat, da f stetig ist in <a, V >, gibt es, zufolge des Satzes von der gleichmäßigen Stetigkeit, 
ein &, > 0, so daß: 


РО - 70| x 
für alle x von < a’, bV > und alle gleichfalls zu < а, b' > gehörigen & von < x—&, x + єү >. 


Da aber f auch stetig ist in a’ und in b’, so gibt es ein e, > О, so daß: 


|f (B —f (a^) = für alle $ уоп < a'— s, a! + =, >, 


IF (& —f (^)] <i für alle é von < Na D е, >, 
und somit: 
| £ (S —f (0) | <q für alle x von < а, a'4-s,2» und alle $ von dl ës a! >, 
| FES eu für alle г von < D’—s,, > und alle & von < P, b/ 4-5, >. 


Wie man sieht, hat man für das s unserer Behauptung lediglich die kleinere der beiden Größen e, 
und e» zu nehmen, und diese Behauptung ist bewiesen. 


1 Vgl. Н. Lebesgue, a. a. О., p. 73. 


? Es тиб also f auch in al und 5' stetig (nicht etwas bloß rechtsseitig, beziehungsweise linksseitig stetig) sein. 
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Sei also zum vorgegebenen 1 das = in dieser Weise bestimmt. Wir wählen es obendrein so klein, 
daß < a'—s, b! + є с> in <a, b — liegt. Da der mit diesem e gebildete Kern (ё, x, 1, s) in <a, b — den 
Voraussetzungen von Satz IX genügt, ! so sehen wir: es gibt ein i, so daß: 


e H fürs, und alle x von «a, P! >. 


b 
a) | [soresn9« 


Nun kann geschrieben werden: 
x46 X-& 2 e b 
Lut 3) — f) | балт) 44+ n COF) @ п) dE + n 7 @% @ зуп, +) 4& 
x—: x—E a 


Weil f(x) in < a', b’>, zufolge der Stetigkeit, geschränkt ist, kann, nach Bedingung 4. л, auch so 
groß gewählt werden, daß: 


<n Tür zs: ge und alle x von <a, Р 2. 


го n "eG nu) di—f() 


Wegen Bedingung 3. und unserer Wahl von e haben wir weiter: 


H 


<А für allem und alle x von <a’, b >, 


| f 0 (—f (3) v (& п) 4$ 


und die beiden letzten Ungleichungen, zusammen mit (1) ergeben sofort: 
LL, (5 9—/ <@HNn für alle n 2 n, und alle x von < a, b! >. 
Da т beliebig war, ist damit Satz X bewiesen. 
ХІ. Für den Kern c (É, x, п) seien die nachstehenden Bedingungen erfüllt: 


L und 2. Der dem Kerne (с тй) zugeordnete Kern № (&,x,n,e) genügt den Bedingungen 
I es vom Satz X. 


3. Zu jedem (hinlánglich kleinen) => О gehört ein A, so daf: 


Xe 
| Gate (6 л Ж) с = А fürallen und alle x von < а, >. 
x 


= 


4. Für jedes (hinlänglich kleine) <> О gelten die Beziehungen: 


х+Е 
im f (Ехо mas 0 E .m—1) 
x 


vE 
lim | (Ec) (ea a) dis = 
E 


=со 


gleichmäßig für alle x von <a‘, b! >. 
Dann gilt für jede der Klasse %; angehórige Funktion f, die im Teilintervall < a’, b с> 
von (a, b) m-mal stetig differenzierbar? ist, die Beziehung: 
b 
ООО) = lp Со (Sa, луш: 


u = СО Ja 


gleichmäßig für alle x von <a), Б >. 


1 Dabei ist unter и die Veründerliche x, unter Ў das Intervall <a’, b' > zu verstehen. 


2 Die Funktion f heißt s;-mal stetig differenzierbar in < v, >, wenn in jedem Punkte x von < u, d > die ste Ableitung 
Кт) (х) existiert, und f0”) (x) in jedem Punkte von (0, 9) stetig, in о rechtsseitig, in 2 linksseitig stetig ist. 


606 H. Най ж 


Wir setzen zum Beweise, ! wenn x ein Wert von < a’, b! > ist: 


Ry & x) =J tr ` = (4) 
= | 1i 
gel 
und: 


(у= IOTER qup y, 
(€ = ту" 


Wir behaupten: ist 1 => О beliebig gegeben, so gibt es ein => 0, so daß: 
(2) lo (& al <y für alle х von <a’, b > und alle É von < x—e, x4-e >. 


Liegt nicht nur x, sondern auch $in <a’, Hl >, so haben wir: 


о (& x) = = (F (x4-9 (E=) (31 (0 < 9 < 1). 


Weil aber f €? (£) als in <a’, NG stetig vorausgesetzt wurde, gibt es ein e, > 0, so daß: 
РО af (4)| << 
für alle x und x’ von <a’, N >, für die |а —ı| = s, Wir haben also bereits: 
196 2) <1 


für alle x von <a, N > und alle gleichfalls zu < a’, Б > gehörigen ё von < x—s&,, x4-&, >. 
Da f ($) in a’ und in b’ eine mte Ableitung hat, so gibt es ein е, > О, so daß: 


F т 

(3) CEDIES = für alle é уоп <a’ es а 4-8, г>, 
Ü : 

(8) [о (2,2) < э! alle & von <b'—2,b +, >. 


Wir zeigen weiter, daß es ein e, > О gibt, so daß: 
(8а) |А, È 3) Ry (& а) < La" 
für alle É уоп <a’—s,, а' > und alle x von < 4’, a'4- e, >; und ebenso: 
(3) Rn È -Rn E il < Lea" 
für alle é von < b’, b + e, — und alle x von < b — s, b' >. 
Sei in der Tat g(&) die Funktion, die in <a’, b' > übereinstimmt mit f ($), in <a, a! > mit Ra (&, a), 


und in < Ё, b > mit Rp ($, Hi, Dann ist g(£) in ganz <a, b > m-mal stetig differenzierbar, so daß wir 
nun für jedes x von <a’, b' > und jedes É von <a, b — haben: 


| Er m А 
e Ry (& з) = EP" (зо (ъз —2)—g0()) (09 1) 
m! 
Weil 209 in ganz <a, b => stetig ist, gibt es ein =, — 0, so daß: 


td (à) 29 (а) « 
| 4 


1 Der Beweis wird viel einfacher, wenn man sich darauf beschränkt zu beweisen, daß die Konvergenz von In (f, x; gegen 
Tun) (x) gleichmäßig ist in jedem Teilintervalle <a”, bi — von (a', P^). 
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für alle x und gd von < a, b œ, für die 


В ; e ; A 
X—24!| z e, ist.— Wir setzen s, =—. Liegt dann x in < a’, a +8, > 
0 


und é in < a'— Een à! —, so haben wir: 


слу Е Zë 


|А, (6 0) 091 200—9", 
woraus sich ergibt: 


N 
E (=. Л) ==, (ё, а’) | < B (x — £y". 


Damit ist (3 а) bewiesen, und ebenso beweist man ON a). 


E 


Liest nun wieder x in <a), a + г, und é sowohl in < a'— s, a'> als іп << a'—s, a! 2, so 
gelten (3) und (3 а) gleichzeitig und wir haben, wenn # eine Zahl zwischen — 1 und 1 bezeichnet: 


f (Gi Ru (ё, а'у— 9+ (x— $)” 7 
nu QUE : а т 
ө) (E ae с =—.———————— CC (0 (с. a^. Eat + Ye 
d e ху" (€ XN А à (Е =. am 2 


bäi 


und somit, wegen (8): 
(e (Ё =="; 


Ebenso beweist man die Gültigkeit dieser Ungleichung, wenn x in < b'— s, b > und $ sowohl in 
< 6, b! + e, — als in « D^, Б + s, — liegt. 

Diese Ungleichung ist also jetzt bewiesen: 

1. Wenn x in <a’, b! > und i sowohl in <a), b’>als auch in «x—$,, x + e, >; 2. wenn x in 
« d, a! -- s, 2 und $ sowohl in < a'— s, a > als in < a'— Se а: 3. wenn x in. < b— s, bz und: 
sowohl in NN, b + e, > als in < b’, b + s, — liegt. Versteht man also unter s die kleinste der drei 
Zahlen |, &,, &,, so gilt die Ungleichung für alle x von < a. b > und alle É von < r—z. v + s =>: das aber 
war die Behauptung (2). 

Wir bilden nun mit diesem = den Kern ®% ($, x, n, s) und sehen wieder durch Berufung auf Satz IN: 
es gibt einen Index m so daß: 


b 
(4) Ls СЕТА Е en ep Ае 2 шп айе r von = ар, 
wd 


Für jedes x von <a’, b’ > und jedes $ von < a'—s, b + : > gilt die Entwicklung: 


m 


Vas (ау N с Ре Са) + (уно (S л). 


- To 
=] 


Wir haben also: 


Jure E "rte 
) СОСЕ rad = у f сс rdi 
Ar SU 


» ( (ү) {ине . а 1 /*X45 А n | | 
(9) + V E ) (Sur)? © (с, ло) с + | Ол AUS HR 9 EE 
x--s 


vx t 


Wegen Bedingung 4. kann rn, so groß gewählt werden, daß: 


ш 
a AED 7 а —+ (7) (Y) Wa А е | A 
6) ©] $45, x, m dz + ` ш ) ЕЕ АД ШЕ + 
X--s m x—: 


= i! 


f-—1 


für п = m und alle x von <a’, V >. 
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Wegen (2) und Bedingung 3. haben wir: 


is | 
L EEGEN 
Er 


[E 


(7) 


für alle z und alle x von <a’, V >. 
Wir haben also aus (5), (6) und (7): 


] xz | 
(8) | | foe Gn di — F9) ais 


Diet? 


für allen 2 м, und alle x von < œ’, 5 >. 
. Beachten wir endlich noch, daß: 
b х—= b 
[7o сл = | fonds E 

a a Xs 

so sehen wir, daß aus (4) und (8) folgt: 
Ls (% 3) — £09 tal <n @+N) 

für alle и Zz n, und alle x von <a’, V >. Da aber 1 beliebig war, so ist damit Satz XI bewiesen. 


Die Übertragung der Sätze X und XI auf unendliche Intervalle bietet keine Schwierigkeit. Zunächst 
tritt an Stelle von Satz IX folgender Satz: 


IX a. »Damit für jede Funktion f von $; die Beziehung: 


+оо р 
lim ! О d) dis es о 
n= 0 J— о 


gleichmäßig für alle ж von Y gelte, ist notwendig und hinreichend, daß о folgenden Bedingungen genügt: 


1 а. Für jedes einzelne а von Y genügt © der Bedingung 1. desjenigen der Sätze I a bis IV a, der 
sich auf die Klasse jy; bezieht. 


l b. Für die Klasse %,: Es gibt einen Index x, und eine Konstante M, so daß, abgesehen von Null- 
mengen: 
Ie (& о, у < M — für alle & alle  Zz л, und alle о von X. 


Für die Klasse %,: Es gibt einen Index », und eine Konstante M, so daß: 


400 
Í (v (& о, 1)? d$ < M für alle n = п und alle o von $1. 
— oo 


Für die Klasse $$,: Zu jedem i— O0 gehört ein А >> О und ein Index z,, so daß für jede Menge 7 sich 
nicht überdeckender Intervalle, deren Gesamtlänge <% ist, für alle; Zz n, und alle а von X: 


fi (= ED deer 
y 


und zu jedem u > О gehört ein A und ein Index ж, so daß: 


— А + оо 
| LAT CARET eu | lo (Ё, о, n)| d$ <р, für alle n 2 m und alle a von 9f. 


oo А 


Für die Klasse $,: Es gibt einen Index и, und eine Konstante M, so daß: 


+00 
TI |е (É, o, al d$ << M für alle n Zz m, und alle а von $. 
— оо 
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2. Für jedes endliche Intervall < 2, 8 > gilt die Beziehung: 


3 
lim me uam == 0 
п 00 sy 


gleichmäßig für alle 4 von W. Im Falle der Klasse 5s, gilt dies auch für die Beziehungen: 


0 + со х 
lim | EE Mus — 0; lim | "XS Moe Е == 
- Yu 


1 = со oo n= оо 


Unter Berufung auf diesen Satz IX a erkennt man dann sofort die Richtigkeit der beiden Sätze: 

Xa. »Für den Kern v ($, x, 1) seien die nachstehenden Bedingungen erfüllt: 

І. und 2. Für jedes => O genügt der dem Kerne x (3, x, л) zugeordnete Kern % (ё, x, л, є) den Bedin- 
gungen la, 1 b und 2. von Satz IXa für die Klasse (ў, wenn unter 4 die Veründerliche т, unter 2 das 
Intervall < a’, b > verstanden wird. 

3. und 4. Es ist Bedingung 3. und 4. von Satz X erfüllt. 

Dann gilt für jede der Klasse %; angehórige Funktion f, die in jedem Punkte von < a, b! > stetig 
ist, die Beziehung: 

+00 
Re lim J (S) o (& ay u) d$ 
п= 00 SE 
gleichmäßig für alle x von <a’, b! >.« 

XI a. »Genügt der Kern 0 (é, x, т) den Bedingungen 1: und 2. von Satz X а und den Bedingungen 3. 
und 4. von Satz ХІ, so gilt für jede der Klasse %; angehörige Funktion f, die in <a’, b — m-mal stetig 
differenzierbar ist, die Beziehung: 

+ 


D oo = 
Ha) = | А Е ОЕ 


п= 00, -- оо 


gleichmäßig für alle x von < а, =x 


$ 6. Darstellung von f(x) m gewissen Unstetigkeitspunkten. 


Ein einfaches Korollar von Satz VII ist folgende, von H. Lebesgue direkt bewiesene Tatsache, ! 
die, unter spezielleren Voraussetzungen über den Kern c ($, x 5) eine wesentliche Verschärfung von 
Satz VI enthält: Sei x ein fest gegebener Punkt von (a, bi: dann gilt der Satz: 


AI Der Kern x») sei (als Bunktion von se betrachtet) absolut stetig in einer 
Umgebung <r-A.xr+1> des Punktes x von (a, bj, in der außerdem für jedes sr die 
Beziehung gelte: 

(li [її ns Көн = 0. 
n= оо 


Ferner genüge derkerne( 


&, x, 1) noch folgenden Bedingungen: 
Г 1942. Е5 menilste(s.r um den Bedingungen 1. und 2, von Satz VI. 


3. Zu jedem hinlänglich kleinen й 2 O gibt es ein A, so daf: 


x+h | p ] ` 
[| (È - x)e— e ($y al 12 AN für alle n. 
Jach | aS 
4. Es ist: 
ah | 
lim 2 (5 88 = 1. 
n — 00 Ja 
1 A. a. О. p. 80. 


Denkschriften der mathem.-naturw. Klasse, 93. Band. 83 


О. а 


Dann gilt für jede der Klasse %; angehörige Funktion f, die im Punkte x die erste 


Ableitung ihres unbestimmten Integrales ist, die Gleichung: 
(2 JP (ages йш Js (Gr, 29 
Uz оо 


e 


Wir schicken die Bemerkung voraus, daß die in Bedingung 3. auftretende Sen 2(& x, и) 
© 


in einer Umgebung — x— /t x + h> von x überall, abgesehen von einer Nullmenge, als endliche Zahl 
existiert: dies folgt, nach einem bekannten Satze, daraus, daß f in einer solchen Umgebung als absolut 


stetig vorausgesetzt wurde. 
Die Bedeutung des zu beweisenden Satzes liegt darin, daß, wenn seine Bedingungen in allen 


lim (f x) für jede Funktion f von %; überall in 


Punkten x von (a, b) erfüllt sind. die Gleichung f (x) = 
п = со 


(a, Б) gilt, abgesehen von einer Nullmenge, denn es ist jede Funktion von %; überall, abgesehen von einer 


Nullmenge, Ableitung ihres unbestimmten Integrales. 
Um nun Satz ХП aus Satz VII herzuleiten, setzen wir: 


Е, @@ = | Fendt. 


а 
Wir wählen ein Ё (> О) so klein, daß in < х—Ё, x + k — die über © gemachten Voraussetzungen 


gelten und insbesondere auch Bedingung 3. angewendet werden kann. 
s angewendet werden dart, 


Sa 
D 


Durch partielle Integration, die wegen der absoluten Stetigkeit von 


erhalten wir: 
xe MESS 9 


| LI E 
ok  Jx—k © 


NET 
ame EE m 


х—Ё# 
Nun ist, wegen Bedingung 1. und 2.: 


xk 
lim fn (f, х)— | АЕ (Е) ai EE 


0—0 


n= 


Ferner ist, wegen (1): 
H e = E vel 
Jure Ss 2 ==; 


t=, i eub 
Es wird also, um (2) nachzuweisen, genügen zu zeigen, daß: 
"cxx f 9 | 
(2a) lim 72 (3 P EE ER ДЕЎ 


1-—oox-—k \ 


ist. Da wir voraussetzen, daß im Punkte x die Funktion Ableitung ihres unbestimmten Integrales sei, 


das heißt, daß: 
Fo) rl 


sei, da weiter F, ($) stetig ist und mithin zur Klasse 5$, gehört, so wird (2a) bewiesen sein, wenn wir 


zeigen, daß der Kern: 
. es 
Dice t (6, л, 91) 
д5 


im Intervalle < x—£, x + k> allen Voraussetzungen von Satz VII für die Klasse $$, und für mz = 1 


genügt. 
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Bedingung 2. von VII ist erfüllt wegen: 


"1 oed )d$ (5 a, n) 
T ex et улы == STANT 
(3) Í T Ф (5, | 
und wegen (1). — Bedingung З. von УП (für das Intervall <r—k, x + k >œ) ist identisch mit unserer 
Bedingung 3. — Um nachzuweisen, daß Bedingung !. von VII erfüllt ist, sei < 2, 3> ein beliebiges, den 


Punkt x nicht enthaltendes Teilintervall von < r—A, x + k>. Es liege etwa іп (x, v + $). Wir haben zu 
zeigen, daß es ein M gibt, so daf: 


8| 0 Р 
(4) | ze? x, n) 


Schreiben wir: 


di-M für alle n. 


H 1 N oM" 
uM veg ay. 
d i—x d | 
so haben wir: 
"| : л: | үе CUN T : 
EI п) = –—— (E— x)e-— e (& v, п) d & 
p s | 4—X Ja В 


D 


und somit nach Bedingung 8. 


womit (4) erwiesen ist. 
Was endlich Bedingung +. 


К 9 
lim UM) d5 0, 
n=00 le A c 
ЪЁ © 
lim (i—x)—— (zx m d= 1. 
п == оо x-—k GË 


Die erste folgt wegen (1) 


unmittelbar aus (3), angewendet auf << x— k. x + k =œ: die zweite folgt 
vermóge: 


xk xk xk 9 
| ЕЕ е (Е Z [| Cal (БОЛУШ 
TE x—k e k д5 

ипїег Berücksichtigung von (1) unmittelbar aus unseren Bedingungen 2. und +. 

Damit ist Satz XII nachgewiesen. Es sei. ohne Beweis, noch Folgendes bemerkt: Hält man an den 
Voraussetzungen von Satz XII, mit Ausnahme von Bedingung 8., fest, so ist, damit (2) für alle Funktionen 
von $, gelte, die im Punkte x Ableitungen ihres unbestimmten Integrales sind, notwendig. daß die 
Bedingung erfüllt sei: 

За. Zu jedem hinlänglich kleinen 4 > © gibt es ein А, so Jah 


5 H 
25 


| (E= с se ШИ = 
V 


GES 
oz 


für alle z und alle Teilintervalle << z, $2 von < x— h, x + Ir. 
Satz Xl] läßt sich sofort noch etwas verallgemeinern: 


XIII. Gelten alle Voraussetzungen und Bedingungen von Satz Nll und ist noch für alle 
hinlänglich Kleinen |/| die Beziehung 


(5) TX w, и) ECTS AUI) 


erfüllt, so gilt (2) für jede Funktion f, die im Punkte x verallgemeinerte erste Ableitung 
ibres unbestimmten Integrales ist. | 


612 H daki, 
In der Tat, aus (5) folgt: 


> AO atq) == Zu (7 м), 
dÉ д 
so daß statt Satz УП Satz УШ verwendet werden kann. 

Die Bedingung, daß f verallgemeinerte erste Ableitung seines unbestimmten Integrales sei, kann 
noch etwas umgeformt werden. Es ist nämlich nach $ 4 die verallgemeinerte erste Ableitung von F(&) 
im Punkte x nichts anderes als die erste Ableitung nach 7 für £ = 0 von 


pen PO 
S : 


Ist F, (&) unbestimmtes Integral von f ($), so wird: 
І / 
Е, (x4- 1) — Ё,(х—) ed (xu) du = [werw#r (x—u)) dit. 
=: „0° 


Es wird also / (5) im Punkte v verallgemeinerte erste Ableitung seines unbestimmten Integrales 
sein, wenn: 


lim E EE SE 


(=з Zur Jen 


ist, oder, noch anders formuliert, wenn: 
1 / : 
lim СЕ Cf (x-- 0D) -- (0—0) —2 f (3)) dt —0 
Ji) 0 


ist. In dieser letzteren Form findet sich die Bedingung bei Н. Lebesgue. 


$ 7. Darstellung von f (x) in allgemeineren Unstetigkeitspunkten. 


Die Sätze XII und ХШ sind die einfachsten in einer Kette analoger, immer schärferer Sätze, die 
nun ausgesprochen und bewiesen werden sollen: 


XIV. Der Kern e (& x, n) besitze in einer Umgebung < x—7/i x + l > des Punktes x von 
Е : oz) А т : 
(a, b) eine absolut stetige (m-— 1I-te Ableitung! —— 9 (&, ж, n) und es gelten in dieser Um- 


9 mi 


gebung für ё х die Beziehungen: 


(1) Dm €($2,57)—0, Ш 


Iro n= со 


ое, у= о = о m 


Ferner genüge der Kern v (ё, х, 1) noch folgenden Bedingungen: 
1. und 2. Es genügt о (& x, 1) den Bedingungen 1. und 2. von Satz VI. 
3. Zu jedem hinlänglich kleinen // — 0 gibt es ein Л, so daß: 


т 


ХЕЙ d 
1 6 — x)" TUE «t (E, x, p <N füralle n. 
x—h $ ! 


4. Es ist: 


п= 00 


t 
lim | С) О = il. 
а 


eu n | 
1 Daraus folgt, daß A: o ($, x, n) in < x— h, x ~- h > überall, abgesehen von einer Nullmenge, als endliche Zahl existiert. 
gm 
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Dann gilt für jede der Klasse %; angehórige Funktion f, die im Punkte x m-te Ableitung 
ihres m-fach iterierten unbestimmten Integrales ist, die Gleichung: 


(2) С Mm Jn CIS le 


== оо 


Dabei ist unter dem »z-fach iterierten unbestimmten Integrale von f die Funktion Fm verstanden, die 
definiert ist durch: 


n (£) = [70 di; FG [^50 di. 


Zum Beweise von Satz XIV wählen wir nun ein k (> 0) so klein, daß in der Umgebung 
< A x+ k> von x alle über 0 (ё, x, п) gemachten Voraussetzungen gelten, insbesondere auch 
Bedingung 3. angewendet werden kann. 


m—i rr 
Durch az-malige partielle Integration (was wegen der absoluten Stetigkeit von SR und der daraus 
SH — 
= 
de T 
folgenden absoluten Stetigkeit von T (i < m— 1) und von 7 zulässig ist) erhalten wir: 
DH 
xc d - x4 
fv? amdt—FHFGs:Ssm + 
x—k x—k 
= 1 | д! P xck C , a 
Se A (у л (©) géi с; v n) ew dH EE f 7 pu LG ан EAS: A, 1) d5. 
i—i S x—k ае = 


Wegen (1) verschwinden beim Grenzübergange die rechts außerhalo des Integralzeichens stehenden 
Glieder. Wegen der Bedingungen 1. und 2. haben wir: 


b х+Ё n y \ 
lim || (а) ОЕ л] “| = 
ua 


п= СО e 


äh 


Es wird also, um (2) nachzuweisen, genügen zu zeigen, daß: 


x+k 9" l 
1 = M ED i pe A 
(2a) lim Е, O 1” — t ($3 mds = f (8) 
n=% Jrk FE [ 
ist. Da wir voraussetzen, daß im Punkte x die Funktion f die ш-їе Ableitung von Fp sei, da weiter Pa zur 
Р "A. EM т д" 3 
Klasse $, gehört, so wird (2 а) bewiesen sein, wenn wir zeigen, daß der Kern ( — 1," - gem (cs, Н) 1m 


Intervalle <r— 2, x + k — allen Voraussetzungen von Satz УП für die Klasse jy, genügt. 


Für Bedingung 2. von VII folgt dies wieder unmittelbar aus (1) und der Relation: 


в oo" Е | Dm —1 4 8 
| te (2,2, e — p (S x, u)|- 
© 


1 En — 
©” д t а 


Bedingung 3. von VII (für das Intervall << x— k, x+ Ё >) ist identisch mit unserer Bedingung 3. Für 
Bedingung 1. von УП wird es ganz analog wic in $ 6 aus unserer Bedingung 3. hergeleitet. Was endlich 
Bedingung 4. von VII anlangt, so sind die Gleichungen zu beweisen: 


х+Ё gm Sg 
lim L (E — xy zn) (Q—0 1. m5, 
X- 


m РТ en 


xk o" 
. lm d (6 — 9" E 50 41) di = (—1)" nd 
? $ 
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Sie folgen vermóge der Gleichungen (1) und unserer Bedingungen 2. und 4. aus der für i << m 
gültigen Formel: ! 


x+k -— Rue A А күй =й г? 
E © X. f TE — ЕЕ a T Se $4 5. ir 
1 6-9 9660) У\(—1у1@—1)...@—=+-1)@—$=” рф ан) 
Ce (i) x—k 

und der Formel: 

x+k ^ o" р 7 z ж! А n —т—1 | 
|. (&— 2)" EZ e(& 2, т) а = У) Па E a ern) + 
x—k : 


r=0 x—k 


xk 
сү = 1)” em f | Ф (&, X, n) d£. 
x—k 


Unser Satz ist damit bewiesen. 
Auch hier kónnen wir ihn sofort noch etwas verallgemeinern: 


XV. Gilt, außer den Voraussetzungen und Bedingungen von Satz XIV noch für alle 
hinlänglich kleinen |/| die Beziehung: 
(3) ОО) оа N 


so gilt (2) für jede Funktion f, die im Punkte x verallgemeinerte w-te Ableitung ihres m-fach 
iterierten unbestimmten Integrales ist. 
In der Tat haben wir aus (3): 


ae n 
p er) = C TY" ers) 


gn 42) 
85 Ep 


so daß Satz УШ angewendet werden kann. 

Auch Satz NIV und XV können ohneweiters auf unendliche Intervalle ausgedehnt werden: 

XIV a und XV a: »Man erhält aus den Sätzen NIV und XV Sätze für das Intervall (— со, + co), indem 
man in den Bedingungen [. und 2. statt »Satz VI« setzt »Satz VI a« und in Bedingung 4. die Integrations- 
grenzen a und b ersetzt durch x — 4 und x + h (h Di: 


$ 8. Differenziation sıngulärer Integrale. 


Die Sätze VII und VIII gestatten es auch, Theoreme über die Differenziation von Darstellungen 
gegebener Funktionen durch singuläre Integrale herzuleiten. 

Nehmen wir an, es genüge 1 (ё, x, л) für alle x von (a, b).den Bedingungen von Satz VI. Insbesondere 
ist dann für jedes Teilintervall << 2, p => von < a, b =>, das den Punkt x nicht enthält: 


8 
(1) lim | a an O UN 
1 = 00 a 
während für das Intervall — a, b > gilt: 
b 
(2) lim | E O E 06 
п = C09 Ja 


Ist f (x) stetig in allen Punkten von (a, b), so haben wir in ganz (a, b): 


(3) /@= im f f 9&2 mdi 


90 
1 Es ist in dieser Formel SS durch ф zu ersetzen und 7 (1—1)... (i—r + 1) für y == 0 zu ersetzen durch 1. 
© 
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Differenzieren wir Formel (1), die nichts anderes ist als Formel (3) für diejenige Funktion f, die = 1 
ist іп < o, р > und = 0 außerhalb — z, 8 >, m-mal nach x und nehmen an, was natürlich durchaus 
nicht immer der Fall ist, es könne die Differenziation unter dem Limes- und Integralzeichen ausgeführt 
werden, so erhalten wir: 


БЕ GHG 
lim [| 7 oE туа = 0, 


п= со а" 


ni 
2 (& x, п) der Bedingung 2. von Satz УИ. 


das heißt es genügt der Kern - 


Schreiben wir neben Formel (2), die nichts anderes ist als (3) für f= l, noch die aus (3) für 
plua A) entstehenden Поппе аці: 


b 
(4) lim Se) а ЕЕЕ) 
а 


п = со 


Differenzieren wir die Formeln (2) und (4) m-mal nach х und nehmen wir wieder an, es könne die 
Differenziation unter dem Limes- und Integralzeichen ausgeführt werden, so erhalten wir: 


b QU 
lim (Ету Fed, 1... т — 1), 
noo. dads 
H 9" 
lim E" — o ($, x, un) dé = m! 
ПЕ о, д” 


' Hieraus folgt unmittelbar, daß der Kern EL (& x. п) der Bedingung 4. von Satz VII genügt. 
9x 


Nehmen wir also an, er genüge auch noch den Bedingungen 1. und 3. von Satz VII, welch letztere wir 
nun aufschreiben als Bedingung: 


3 a. Es gibt ein .V, so daß: : 


fi 
HEUS 
X 


b gm 
| lee — xy" EC GC ee А für allem, 


so kann Satz VH angewendet werden, und wir haben das Resultat: 


Ht 
Genügt sowohl der Kern x (Å, 1, т) als auch der Kern — 
dr 


genügt der Kern т (å, x, м) ferner den Bedingungen 2. 3. und 4. von Satz VI und unserer Bedingung З а, 
und darf Formel (3) für f= & (i — О, 1,..., m) sowie für die Funktionen f, die in einem den Punkt x 
nicht enthaltenden Teilintervalle << 2, 3 — von <a,b> den Wert 1, sonst den Wert О haben, m-mal 
unter dem Limes- und Integralzeichen nach x differenziert werden, so gilt dies für jedes f von vn das im 
Punkte xr eine m-te Ableitung besitzt. 


шү. E HI der Bedingung 1. von Satz Vl, 


и 


Ein befriedigenderes Resultat erhalten wir, wenn wir uns auf den (von Н. Lebesgue ausschließlich 
betrachteten) Fall beschränken, daß der Kern die Form hat: z ($— x, n) Wir können dann den Satz aus- 
sprechen: 

AVI. Sei є (m, м) eine im Intervalle (—/, N gegebene Funktion. die eine in jedem Teil- 
intervalle <a, p > von (—/, Г) absolut stetige Ableitung (m 1)-{ег Ordnung! besitzt.? 

Ferner sei für jedes м ZO von (-4 0): 


1 
n= oo t = оо 


(5) io af, Kl = ter HE EE 


1 Es ist (im Falle ш = 1, unter der Ableitung O-ter Ordnung hier wie im Folgenden die Funktion e t, п) selbst zu verstehen. 


? Daraus folgt, daß in '—7, Zi auch die wie Ableitung 900) w) überall, abgesehen von einer Nullmenge, als endliche Zahl 
existiert. 
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Damit für jede im Intervalle < а, а +! => zur Klasse $$ gehörige Funktion, die im 
beliebigen Punkte x von (a, a + 1) endliche Ableitungen der m ersten Ordnungen besitzt, 
die Formeln gelten: 


acl 
(6) Р) е lm | 0) е E e n) aE, 
(7) gu mer D "em кошт уа (zd, Aden. 


ist notwendig und hinreichend, daß т (u, 2) folgenden Bedingungen genügt: 


1. Іа jedem Teilintervalle <a, £— von (—/, 7, das den Punkt O nicht enthält, genügt 
eng (4, m) der Bedingung 1. desjenigen der Sätze I bis IV, der sich auf die Klasse $$; bezieht. ! 


2. Für jedes Teilintervall < o, >> von (—4, D, das den Punkt О nicht enthält, ist: 


B 
lim IK ndy =Ù. 
n= 0 dJa 


3. Es gibt ein Л штде па — 0, so аав: 


h 
(8) | ju” o (u, al da < М für alle z. 
= 
4. Es gibt ein h>0, für das: 
h 
(9) lim | ou п) dar — 1. 
4 == СО n 


Die Bedingungen sind hinreichend. Bemerken wir zunächst, daß man durch partielle Integration 
erhält: ? 


т 


h 4L 
Hi —i1 qm —1 aD — 
| кси иси Da = 


0 


h 1 h 
н) | — m n” « sgn ef Um, m) v (и, n) du . 
0 112 Jo 


Es gibt also, wegen (8) und (5), ein M, so daß: 
l 
[071—2 000—1) (и, a < für alle n. 
0 
Ebenso sieht man, daß es ein M gibt, so daß: 
0 
| | 3 бн —1) (1, m) |du < M Tür alle m. 
—[ 
Wir sehen also schließlich, daß aus (8) folgt: es kann N so groß angenommen werden, daß: 
| h 
(10) | [a1 000 (a, n) [du М für alle a 
—h 


Ebenso wie (10) aus (8) hergeleitet wurde, kann aus (10) hergeleitet werden: es kann N auch so 


groß angenommen werden, daß: 


h | 
[ше ep 9 (и, m)|du — М für ает; 


—h 


1 Daraus folgt, daß dasselbe auch für e (ш, и) und o (u, u) (i = 1, 2, . . ., 10 1) gilt. 
2 In der folgenden Gleichung bedeutet sgn (7—1) das Vorzeichen von ф@й—1), wo о (171—1) 3:0 ist, und den Wert 0, wo 
ф@п—1) = 0 ist. 
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und indem man so weiter schließt, sieht man, daß aus Bedingung 3. und (5) folgt: es gibt ein N, so daß: 


h 
(11) edle Wlan = АМ fürale® (G=1,2,..., m) 
—h 
h 
(12) JL "(ши п) de М Tür allen, 
—h 
Ferner erhält man durch partielle Integration: ! 
д J h 
б DH Im . ^ Cer D H 
| АСАТ х (—1)”7(7—1)...(ўу—т1-+„ 1) u gii) (u, т) (О = =< i sn 
ai rz —h 
js т] h 
L 1 oO (nm) du = > (—1y* i(i— 1)... Gore (n, n) + 
—h 
r=0 —h 


h 
el o (1, u) du (О << my 


h 


so daß wir wegen (9) und (5) die Formeln haben: 


D 
(13) lim i ui oO (m м) du =0 (0 <] =€ =m) 
п 00 0 
h 
(14) lim | м el (n, n) du —(—lysi! O<isnm). 
Део) —h 


Endlich folgt aus: 
8 Б ß 
Í 0 (п, п) ди = 6—2) (m, н) 


Ki 
wegen (5) unmittelbar für jedes den Punkt O nicht enthaltende Intervall «2, 6 2, sowie für jedes Intervall 
<—h,h>: 


п= оо 


B 
(15) lim n Ze ge do gocce qu. 


Bedingung 1., 2, 4. unseres Satzes zusammen mit Ungleichung (12) besagt nun aber: liegt гїп 
а, а + D, so genügt der Kern e (+, x, in = z ($— v, и) im Intervalle — a.a + /z- der Veründerlichen £ allen 
Bedingungen von Satz VI. Ferner bessgen die Bedingungen 1. und 3. unseres Satzes zusammen mit den 
Ungleichungen (11) und den Gleichungen (13), (14), (15): der Kern т ($, x, м) = (—iy. v? ($— x, in 
(£— 1, 2..., m) genügt allen Bedingungen von Satz VU für m — г. Damit aber sind unsere Bedingungen 
als hinreichend erwiesen. 

Die Bedingungen sind notwendig. Angenommen in der Tat, es wäre Bedingung 1. für ein den 
Nullpunkt nicht enthaltendes Teilintervall << 4. 2 von ( - /, Г) nicht erfüllt. Da die Länge von < 2, >> 
gewiß << / ist, gäbe es in (a,a +!) einen Punkt x. sodaß = 4, $2 in < ax, ur у +> enthalten 
wäre. Dann aber würde der Kern z^ i£ — 1, и) im Intervalle <a, а + l> der Veründerlichen $ nicht der 
Bedingung 1. von Satz УП genügen, so dal (7) für / — ur nicht für alle Funktionen von y gelten könnte. 
Angenommen, Bedingung 2. wäre für ein den Nullpunkt nicht enthaltendes Teilintervall < 4.2. von 
( —1, 1) nicht erfüllt, so sieht man ebenso, daß lür ein gewisses r von iu, d + D) der Kern ois n) in 
<< ud, a +12 der Bedingung 2. von Satz VI nicht genügen würde, so daß (0) nicht für alle Funktionen 
von %; gelten könnte. Wäre Bedingung 3. nicht erfüllt, so könnte zm (а, n) für kein x von (а, и +!) 
der Bedingung 3. von Satz VII genügen. Bedingung 4. ergibt sich als notwendig durch Betrachtung der 
Funktion, die in < r— 4 x + k> den Wert I, außerhalb < x — /r. г + 0 => den Wert O hat. 


! In den folgenden Formeln ist z? durch о und ў. 17 1... (rtl für r= 0 durch I zu ersetzen 
Denkschriften der mathem.-naturw. Klasse, ӨЗ. Band. 


er 
сз 


616 Sal, JE ar dr ans 


Satz XVI wird ergänzt durch: 
ХҮП. Genügt die Funktion v (4 4) außer den Voraussetzungen und Bedingungen von 
Satz ХУІ noch füralle hinlänglich kleinen jz, der Beziehung: 


o (u, n) == б (— n, т), 


so gilt Satz XVI auch noch, wenn man darin die Ableitung f? (л) durch die verallgemeinerte 


i-te Ableitung f? (еее 

Der Beweis ist derselbe, wie für Satz ХҮІ, nur hat man sich, statt auf Satz УП, diesmal auf Satz УШ 
zu berufen. 

Auch die Sätze XVI und ХУП können sofort auf das Intervall (— oo, + со) übertragen werden. Wir 
führen zu diesem Zwecke wieder die Funktion Au, 5,77) ein, die aus (и, п) dadurch entsteht, daß man 
die Funktionswerte im Intervalle < —A,Ah> durch O ersetzt. Die Lie Ableitung von d (0, u,/) sei 
009 (1, n, П). 


XVla. »Sei eu, 11) eine für alle reellen и gegebene Funktion, die eine in jedem endlichen Intervalle 
< о, > absolut stetige (mg — 1)-te Ableitung besitzt. Ferner sei für jedes u Æ 0: 
ООО ЕЮ m eV (uw up 0 "dei 2 = 


T 
п = оо п = со 


Damit für jede in (— оо, + оо) zu $$; gehörige Funktion. die im beliebigen Punkte x endliche Ableitungen 
der mz ersten Ordnungen besitzt, die Gleichungen gelten: 


" + со 
(ба) Jr (Gems im | (= 006, 
и = 00, оо 
D H apes) a 
(7a) О Jm = Sep, ү шн == en, OE 
EE — со 


ist notwendig und hinreichend, daß ' (14, 1) folgenden Bedingungen genügt: 


1. Für jedes л > 0 genügen 4 (1, 1, Лу und 99 (n, п, П) (i — 1,2,..., n) der Bedingung 1. desjenigen 
der Sätze Ia bis IV a, der sich auf die Klasse $$; bezieht. 


2. In jedem endlichen, den Nullpunkt nicht enthaltenden Intervalle < 2, > ist: 


B 
lim to (t, 20) аи = 0, 
n= du 


und wenn es sich um %, handelt, ist außerdem für jedes / — 0: 


—h +00 
lim 1 v (u;$)da —0O; lim | SE 
De D 


Як == OO со у=] 


гъ 


SCH Hcc o 
lim oÙ (н, т) du = 0; lim | тШ, Л О == iss ood: 
m 


= со ee = со 


3. und 4. Es sind die Bedingungen 3. und 4. von Satz XVI erfüllt.« 


ХУП a. »Ist außerdem für alle hinlänglich kleinen ||: 
tb (th, t1) — (т, 11), 


so kann in XVla die Ableitung f? (x) auch durch die verallgemeinerte t-te Ableitung 1? (x) ersetzt werden.« 
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$ о. Bedingungen für gleichmäßige Konvergenz. 

Wir geben nun Bedingungen an, unter denen die Konvergenz in den Formeln (6) und (7) von § 8 
ein gleichmäßige ist. 

Sei 7 (и, i) für alle nicht negativen ganzzahligen и als Funktion von z gegeben in (— 1 I). Ist 4 — 0 
irgendwie gegeben, so bezeichnen wir wieder mit (и, i, 2) die Funktion, die in < — Й, h= gleich 0, sonst 
gleich z (m, in ist. 

хуш Seid, п) eine in = gegebene im jedem den Nullpunkt nicht enthaltenden 
Keilimtervaller == 010 von ur [пг jedes einzelne н geschränkte Funktion, für die die 


Beziehung: 
(1) nom ages 
gleichmäßiginjedem den Nullpunkt nicht enthaltenden Teilintervalle — 2, 5 = von (—/, I) 
gilt und die außerdem folgenden Bedingungen genügt:! 
| a Esgibteink > Oundein A sodaß: 


ch. 
| (ШЕП) ders A für alle v. 
-һ 


h 
lim |, mne Ind = 1. 


п= 00, = 


+. Es gibt ein й 2 0, so daß: 


Dann gilt fürjede in <a, a 4-17 zu S, gehörige? Funktion f die Formel: 
(acl 


Ra) lim (2919 (6—4, м0 


n= I 


in jedem Punkte xr von (а, a + /), in dem f stetig ist; sie gilt gleichmäßig in jedem Teil- 
intervall <a’, b! > von (a, а + D, in dessen sämtlichen Punkten f stetig ist. 
Zum Beweise genügt es zu zeigen, daß der Kern 


den Bedingungen von Satz X für die Klasse X, genügt. 

Sei, um dies für Bedingung 1. von N nachzuweisen, й — О beliebig gegeben und v ein Punkt von 
= а, Б >. Die Werte von ds, 4) — $ (2—2, п, П) sind О іп <r -/r r+h> und stimmen in 
<a, x-hl- und «24 1, а + > überein mit denen von ei, min «<, - A>und<ia+l-i>. 
Diese beiden letzteren Intervalle aber liegen für jedes л von <a’, b! > in den Intervallen < и — 1, -ı > 
und < /rn a + l — a! >, die ihrerseits den Nullpunkt nicht enthaltende Teilintervalle von (—7, /) sind. 


Wegen der gleichmäßigen Konvergenz von (1) gibt es also ein п, so daß: 


un 


ЫС 1 füv u zm nu, 


für alle и dieser beiden Intervalle. Da aber nach Voraussetzung z iu, ni für jedes einzelne H m diesen 
Intervallen geschränkt ist, gibt es ein Л/ (= 1), so daß: 


нр е == е eT 
für alle и dieser beiden Intervalle. Wir sehen also, es ist: 
$(& xm Л) «aM гаће m alle 5 von « d, u+l>,allervon Zu, —. 


Damit ist Bedingung 1. von N ? nachgewiesen. 


1 Wir bezeichnen diese Bedingungen mit З. und 4. wegen der Anal gie mit unseren bisherigen Salzen 
? Und mithin auch für jede zu $). ўз. у gehörige Funktion. 
3 Das heißt Bedingung 1 a und 1 Р von Satz IX. 
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Sei, um Bedingung 2. nachzuweisen, < ж, p œ ein beliebiges Teilintervall von <a, а + l>. Es ist; 
В | 2 
IR Ф (& xn, 10) dé — ф (1, 0, h) dit. 
a а—А 


Für alle x von <a’, b' > liegt das Integrationsintervall < х — x, p— x > іп « ж—Ё/!, £— a! =, das 
seinerseits in (— /, Г) liegt. Es ist also: 


| 8 *8—а/ 
(2) [| $ (S x,n, Луд = | |o (п, n, h)| da. 


”—ф! 


| 
H 


Nun ist aber, wegen der gleichmäßigen Konvergenz von (1): 


Піп (нит О 
п = оо 


gleichmäßig in ganz <a — b’, $—а' > und somit: 


Bat | 
lim 1 р (ш, n, Jl du = 0. 
Ki 


Ass, Jo 
Da dieser Ausdruck von x nicht abhängt, ist zufolge (2) Bedingung 2. von X bewiesen. 


Daß Bedingung 3. und 4. von N erfüllt sind, folgt wegen: 


xh b ah D 
[| [e (5, x) d& — | eu, al diues | o (Ё, x, €) dé =f eg (u, n) du 
x—h --h x—h —h 


(wo die rechten Seiten von x nicht abhängen) sofort aus den Bedingungen 3. und 4. unseres Satzes. 


XIX. Sei ш и) еіпе іп (—4,7) gegebene Funktion, die eine in jedem Teilintervalle 
< a, 8 с> уоп (— 1, ) absolut stetige (on — 1)-te Ableitung besitzt. t Ferner möge die Beziehung: 
(3) їй gie aaron = 

n= со 
gleichmäßig in jedem den Nullpunkt nicht enthaltenden Teilintervalle < 2, p — von (—1, 7) 
gelten. Sind dann noch die Bedingungen l, 2., 3. und 4. von Satz XVI erfüllt, so gelten die 
Gleichungen (6) und (7) von Satz XVI gleichmäßig in jedem Teilintervalle <a, b — von 
(a, a + N, іп dem die zu %; gehörige Funktion f m-mal stetig differenzierbar ist. 


Korollar zu Satz ХІХ. Existiert die Ableitung #0 (и, n) für jedes n40 von (—1, l), ist sie für 
jedes einzelne n geschränkt in jedem den Nullpunkt nicht enthaltenden Teilintervalle < a, 8 — von (— /, I) 
und ist: 


lim ein (u, п) = 0 
= оо 
gleichmäßig in jedem der genannten Teilintervalle < 2, p 2», so ist in Satz XIX die die Beziehung (3) 
betreffende Voraussetzung sowie Bedingung 1. von Satz NVI für die Klasse $$, von selbst erfüllt. 

Wir beweisen Satz XIN. Was die Gleichung (6) von XVI anlangt, braucht nur gezeigt zu werden, 
daß « (u, n) den Voraussetzungen und Bedingungen von Satz ХУШ genügt: daß in jedem den Nullpunkt 
nicht enthaltenden Teilintervalle < 2, г> von (— /, D) e (n, n) geschránkt ist für jedes einzelne т, folgt 
unmittelbar aus unseren Voraussetzungen über ("2 (и, 1). Was die in Satz ХУШ vorausgesetzte 
Beziehung (1) anlangt, so folgt aus dem gleichmäßigen Bestehen von (3), daß in jedem den Nullpunkt 
nicht enthaltenden Teilintervalle < 2, p — von (—/, !) eine Beziehung: 


im jede, at cg (и) + o Wr... 4-с з (1) 91 — 0 


1 = oco 


! Für zt = 1 ist darunter die Funktion o (и, #) selbst zu verstehen. 
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gleichmäßig gilt, was mit Bedingung 2. von Satz XVI nur dann verträglich ist, wenn: 


Mim ON ESTE ME li ra 
HE оо п = GO u= со 
ist; damit ist das gleichmäßige Bestehen von (1) nachgewiesen. — Bedingung З. von ХУШ. ist erfüllt, 


wegen (12) von $ 8, und Bedingung + von ХУШ ist identisch mit 4. von NVL 

Was die Gleichungen (7) von XVI anlangt. braucht nur gezeigt zu werden. daß die Bedingungen 
von Satz NI erfüllt sind, wenn unter dem Kerne = (&,x, п) von Satz NI verstanden wird der Kern 
(— 1Y eO (2-1, ут — 1, 2.. Жу, 

Um zu zeigen. daß Bedingung 1. von Satz NI erfüllt ist, bemerken wir: durchläuft in & ($ — x, m, Di 
die Veründerliche é das Intervall — а, a + 1 2, so durchläuft &—x das Intervall — a— x,a 4-1 — x, 
und da d9 (£—x, n, I) in < x — Ir, x+h> den Wert O hat, kommt es nur an auf die Intervalle < a —x, —h > 
und <<, a + l — x >, die, solange x in <a’, P > liegt, ganz in den Intervallen <a-P, —h> und 
< h,a + 1 —a! > enthalten sind, die wieder ihrerseits Teilintervalle von (— /, /) sind, die den Nullpunkt 
nicht enthalten. Es folgt also Bedingung 1. von ХІ für і — m unmittelbar aus Bedingung 1. von XVL — 
Für - 15-1 beachte man, daß nach Voraussetzung ф°"—2) (n, м) in den Intervallen <a—b', —h> und 
< h,a + | —а z absolut stetig und somit geschränkt ist, woraus, zusammen mit der gleichfalls voraus- 
gesetzten gleichmäßigen Konvergenz von (3), wie wir schon beim Beweise von Satz NVIII gesehen haben, 
das Bestehen der Bedingung 1. von XI für die Klasse %,, und damit auch für die Klassen @„, z 8, leicht 
folgt. — Dasselbe gilt für i= 1.2,...,4:—2, da die Funktionen 29 (и, 1) (Т = 1, 2, ..., m—2) sicherlich 
gleichfalls absolut stetig sind und auch für sie die Beziehung: 
(4) im q (e, a zz 0 {7 = 1, 2 ан—2) 

п= со 

gleichmäßig in jedem den Nullpunkt nicht enthaltenden Teilintervalle < a, 5 > von (—/, ) gelten muß, 
was aus dem gleichmäfiigen Bestehen dieser Beziehung für i — t2 1 und Bedingung 2. von XVI leicht 
folgt, wie wir gerade vorhin für е (t, 1) gesehen haben. 

Bedingung 2. von NI verlangt, daß in jedem Teilintervale < 7, p> von <a,a+!> die 
Beziehung: 
(5) lim Ia Е О р 2 ем) 

п = со D 


gleichmäßig für alle x von <a’, b! > gelte. Nun ist: ! 


[v О) S rM) 0) © 4- 00—10 (5 fr, n — 40-0 (0, п). 
Ki ft--X 
wenn (2, p) die beiden Punkte x—/r und x + 4 enthält; ist einer dieser Punkte nicht in (ж. 5) enthalten, so 
ist diese Formel durch Weglassen eines oder beider Summanden -) ( — I, м), 2" (It, i) zu modifizieren. 
Ferner ist ф@—1) (и, м, Л) = О oder = 1-2 (п, 1), je nachdem 4| x h oder ni >h ist. Solange nun x 
in < a', Б > liegt. liegen ж—л und $—x in < « — P, $— a! >, welches Intervall seinerseits in ( —/. N liegt. 
Das gleichmäßige Bestehen von (5) folgt nun unmittelbar aus dem gleichmäßigen Bestehen von (3) und 
dem daraus folgenden gleichmäßigen Bestehen von (+ in den außerhalb ( M, /n liegenden Teilen von 
EE ENEE EN 

Endlich sind die Bedingungen 3. und 4. von NI erfüllt, wie die Formeln (113 (12), (14) und (19) von 
5 8 zeigen. 

Es erübrigt noch, die Sätze NVIII und ХІХ für unendliche Intervalle auszusprechen. 


NVHLa. »Sei т (u, n) eine für alle reellen и gegebene Funktion. für die die Beziehung: 


(6) im (a) = 90 
п=со 


1 Henn ist (0) durch ф und 0) durch 4 zu ersetzen 
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gleichmäßig in jedem endlichen den Nullpunkt nicht enthaltenden Intervalle gilt. Damit für jede in 
(— оо, + оо) zur klasse %; gehörige Funktion in jedem Punkte x, in dem sie stetig ist, die Beziehung gelte: 


-5 


со . 
(7) : oz lim | F (8) v (6—21, т) а, 


ПЕ ЭЕ 55 
ist notwendig und hinreichend, даб e (и, и) folgenden Bedingungen genügt: 


1. Für jedes Л > О genügt ^ (u, n, h) der Bedingung 1. desjenigen der Sätze Fa bis IV a, der sich auf 
die Klasse %; bezieht. 


2. Im Falle der Klasse 5, ist für jedes 4 > 0: 


m +00 
lim | den) dat = О; lim | e (ш) di 0. 


H 
ee) n — o0 Jh 


3. und 4. Es sind die Bedingungen 3. und 4. von Satz XVIH erfüllt. 

Unter diesen Voraussetzungen und Bedingungen ist die Konvergenz in (7) gleichmäßig in jedem 
endlichen Intervalle < u’, Р! >, in dessen sämtlichen Punkten f stetig ist.« 

Der Beweis wird geführt durch Berufung auf die Sätze VI a und X a. Der einzige gegenüber dem 
Beweise von Satz NVHI neu hinzukommende Punkt ist der, im Falle der Klasse $$, nun zu führende 
Beweis, daß die Beziehungen: 


0 +00 

(8) lim misce Е = 0, dim |, Ш (са) ас = О 
п = со — oo п= со «0 

gleichmäßig für alle x von <a’, b! > gelten. Um dies etwa für die erste dieser Beziehungen zu zeigen, 

bemerken wir, daß: 


0 Ek 
in b (6—21, u, П) dí = | b (i, n, h) du 


t oo v- oo 


ist. Wird A > 4 und > b gewählt, so haben wir also: 


= -x 
| Ф (6—2, и, й) dé — " © (u, u) du + | (п, и, (0) du. 


(Gite 00 00 Vo 


ЖЫП 


Hierin hängt der erste Summand der rechten Seite von x nicht ab, und es ist wegen Bedingung 2. 
ep Al 


lim | | о (u, nu) du О, 
vo 


п = 00 


Solange nun rin <a, Ё — liegt, liegt <- А, — vc іп = 11, «=, und es ist daher: 


| zd | WI 
| p (и, п, 1) dui| = | [bar uy da) du. 


А д 


Aus der vorausgesetzten gleichmäßigen Konvergenz von (6) folgt nun aber: 
— al 
lim | "dt, n, I) | du. — 0, 
SOON ME 
und da dieser Ausdruck von x nicht abhängt, ist damit die gleichmäßige Konvergenz von (8) nach- 
gewiesen. 


ХІХ a. »Sei v (it, и) eine für alle reellen 4 gegebene Funktion, die eine in jedem endlichen Intervalle 
absolut stetige (m — 1)-te Ableitung besitzt, für die die Beziehung: 


Шс yp == 


11 = ео 
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gleichmäßig in jedem endlichen, den Nullpunkt nicht enthaltenden Intervalle < 2, 5 > gilt. Damit für jede 
in (— оо, + со) zur Klasse gc gehörige Funktion f, die im Punkte x endliche Ableitungen der mr ersten 
Ordnungen besitzt, die Beziehungen gelten: 


(9) JP) lin | ЛЕ КЛ. 
u = со o co 
+00 
(10) le | dé EE EE 
п= со e со 


ist notwendig und hinreichend, daß « (1, и) den Bedingungen 1., 2., 3., 4. von Satz ХУ1а genügt. 
Unter diesen Voraussetzungen und Bedingungen ist die Konvergenz in (9) und (10) gleichmäßig in 


EA 


jedem endlichen Intervalle < a, H >, in dem f nı-mal stetig differenzierbar ist.« 


$ 10. Singuläre Integrale vom Stieltjes schen Typus. 
Wir wenden uns zum Studium eines besonders einfachen Spezialfalles. ! 


NN Seiw(n)eimeind- Iijdefinierte, micht negative Funktion. Im Punkteme— 0 sei sie 
stetig, und es sei 2 (0) — 1, während in jedem den Nullpunkt nicht enthaltenden Teilinter- 
anle Ee ол =) e obere Grenze Non ile пер ай< l sei Bs serr me еше 


wachsende Folge positiver Zahlen mit lim 1, == + оо, und es seiy eine beliebige positive 
п = СО 


а а еше отете von Zahlen їп шге: 


п = оо 


lim Co fe (u))" du == 1 
tr | 


ist, so gilt für jede in<a,a-+!> zur Klasse %, gehörige Funktion? f, die im Punkte x von 
(а, а + D) stetig ist, die Beziehung: 


n = со 


Pati 
ГО) lim gd FA Co ($— 2)" d£. 


Diese Beziehung gilt gleichmäßig in jedem Teilintervalle <a’, "> von(a,a +i, in 
dessen sämtlichen Punkten f stetig ist. 


Zum Beweise berufen wir uns auf Satz ХҮШ, indem wir setzen: 
(D 2 (1, п) == Ge, DS Pin, 


Dann ist zunächst klar, daß zm, z) für jedes einzelne м in (= 7, D geschränkt ist. 
Wir setzen zur Abkürzung: 


w 


123) fom | (c (e du, 
ues; 

und haben somit: 

(3) in d ==. MO 


"= со 


Sei ein beliebiges, den Nullpunkt nicht enthaltendes Teilintervall < x. @ > von (~ Li gegeben. 
Weil die obere Grenze von = (1) in < 2, 2 — kleiner als 1 ist, gibt es ein y — О, so daß: 


(4) О == 010) = 1 


| in ==. 


1 Vv]. Н. Lebesgue, 1. a. O., p. 99. 


2 Und mithin erst recht für jede zu einer der Klassen (o Gp & gehörige Funktion. 


e» 
De 
E 


EE 
Wegen der Stetigkeit von zo im Nullpunkte und wegen x (0) = 1 gibt es ein à — 0, so daß: 


ee їп << — 0, ù >. 
D 


Nehmen wir dieses 2 kleiner an als das ү in (2), so haben wir: 
N 1 in 
ka > д25,|1—— |, 
N 2 


und infolgedessen nach (3) für alle hinlänglich großen и: 


: 1 
5 Gu ee 
(5) H 3 [ 7 a 


Nach (1) und (4) ist also їп < 2, 2 — für alle hinlänglich großen z: 


1e (1, ve 1—1 \ 5 
Bu ij 


a dem Т : ; с 
Da hierin 1 ist, so ist damit gezeigt, daß: 
ү 
2 
im 2 (un) —0 
н== со 
gleichmäßig іп < 2, 2 — gilt. Die in Satz ХУШ zunächst über + (u, n) gemachten Voraussetzungen sind 
also hier erfüllt. 
Daß auch die Bedingungen З. und +. von XVII erfüllt sind. erkennt man auf den ersten Blick, da 
wegen (3) und wegen * (и) zz 0: 


H = оо —{ == оо 


i 


T ep Ü 
lim Кош du = lim | ЕО = | 


ist. Satz ХХ ist damit bewiesen. 


ХХ а. Ѕеі т (п) eine für alle reellen x» definierte, nicht negative Funktion. Im Punkte 
i, = 0 sei sie stetig, und es sei 7 (0) = 1. während injedem, den Nullpunkt nicht enthaltenden 
endilichendlmtersallesoe-xdiemobere Grenze хоп =(makleine Кабы lesen Ес сеш Mee 
beliebige positive Zahl, und fe und c, mögen dieselbe Bedeutung haben wie in Satz XX. 
Damit für jede in (—оо, +оо) zur Klasse Ñ, gehörige Funktion, die im Punkte хт stetig ist, die 
Beziehung gelte: 

+00 
(6) Рай lim c, | f (8 (0н а, 
= со — оо 
ist notwendig und hinreichend, daß 7 (и) sich höchstens in einer Nullmenge unterscheide 
von einer Funktion %* (1D, für die: 


(7) im eil lim 6 (0) 1. 
== oo u =+00 


Ist auch diese Bedingung erfüllt, so gilt (6) gleichmäßig in jedem endlichen Intervalle 
< a', b! >, in dessen sämtlichen Punkten f stetig ist. 

Die Bedingung (7) ist hinreichend: dies wird ebenso bewiesen wie Satz ХХ, nur hat man sich 
diesmal auf Satz ХУШ a zu berufen und zu beachten, daß. abgesehen von Nullmengen, eine 


Ungleichung (4) nun auch (für Л > О) in jedem Intervalle (—-со, —/r => und <A, +) gilt. 


Darstellung gegebener Funktionen. 625 
Die Bedingung (7) ist notwendig. In der Tat, es ist für jedes y > 0: 


(8) lim (С (ш))ї# du = О. 


п= 0 /_.. 


Denn ist € > О und < y beliebig gegeben, so gibt es ein т — О, so daß: 
Ожо(шу<1—1 n<— EE und їп m >. 


Wegen Ф (и) = 1 ist also, indem man die Zerlegung: 
dst ВЕ: 
Y yz 4 4 Y 
| z "S 
= mi E 


os [ Gy» dus2-0—4« + S 


=y Ze 


anwendet: 


und daher für alle hinlänglich großen n: 
H S 
Ox [ (р (и))ў® du < =, 


womit (8) bewiesen ist. 
Aus (8) aber folgt wegen (3): 
(9) lim c, = + ә. 
H = со 


\Väre nun Bedingung (7) nicht erfüllt, so gäbe es (außerhalb eines gegebenen endlichen Intervalles) 


а А S : Р Я 1 А C a 
eine Menge, die keine Nullmenge ist, und in deren Punkten (e (12) > — und somit т (и, u) > ^ wäre. 
DI H ә 


Wegen (9) wäre also Bedingung 1. von Satz ХУШ а für die Klasse (ў, nicht erfüllt. 
XX b. Genügt die Funktion 9 (00) allen Voraussetzungen von Satz NN a und ist: 


шш муа ү а 
H =- oo и-—=+ со 
so gilt Formel auch für jede, їп e, +) zu einer derKlassen A, Ñy ^, gehörigeFunktion, 
die im Punkte x stetig ist, vorausgesetzt, daß im Falle der Klasse @ das Integral 


+00 Й 
ik (= (0)? du, 
-— оо 


im Falle der Klassen $y, und %, das Integral 


*+ со 


| (o Q0) du 


existiert. Und zwar gilt dann die Beziehung (6) gleichmäßig in jedem endlichen Intervalle 
<a‘, БУ с>, in dessen sämtlichen Punkten f(x) stetig ist. 

Zum Beweise bemerken wir, daß Ungleichung (5) offenbar auch so ausgesprochen werden kann: zu 
jedem {> 1 gibt es ein a, so daß: 
(10) e, cu fürn em, 


Für den Fall der Klasse $, wird NN b bewiesen sein, wenn wir zeigen: für jedes / > О ist: 


с—й 


+со 
(ТЇ) lim с> | (con) de — 0: lm c? | ( (иу)! dn — 0. 
— oo == po 


100 SZ 


` 
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Beweisen wir dies etwa für die zweite dieser Formeln. Nach Voraussetzung gibt es ein 9 
so daß: 


О=50(0) = 9 (= 1) in < h, +œ). 


Bezeichnen wir den Inhalt der Menge aller Punkte von < /, + со), in denen 


y 
ist mit &, so haben wir: 


I (е (0)? йи = DI p gr 
n =! 


wo die rechts stehende Reihe wegen der 


vorausgesetzten Konvergenz des links stehenden 
konvergent ist. Es folgt hieraus sofort die Konvergenz der Reihen 


so daß die Ungleichung aufgeschrieben werden kann 


Ir (1) du = у E | SC 
h БЕ 


у 
yd 
Setzen wir noch: 
со 
dem b EI : 
L PEU] 
Mi 
so haben wir: 
+00 S А 
(© (10))? du zz s« 9n, 
h 
und somit wegen (10): 
+ со В К 
(12) cy (р (1))9n du e s- (C. 92i 
h 


fürn 25 t4. 


Hierin war б irgend eine Zahl > 1. Wählen wir sie gemäß 


1 
<< —, 
Ө 


so folgt nun aus (12) unmittelbar die zweite Gleichung (11). Ebenso beweist man die erste 
Im Falle der Klasse $$, genügt es, folgende zwei Tatsachen zu beweisen 


Integrales 


a) Ist ein endliches, den Nullpunkt nicht enthaltendes Intervall <a,8> gegeben, so gehört zu jedem 


КОО, 
e — 0 ein с> О, so daß für jede Menge 7 sich nicht überdeckender Intervalle von < о, В => deren 
Gesamtlänge <A ist: 


(13) E je (и))" du <e für alle n. 
I 
b) Zu jedem s > 0 gehört ein A, so daß: 
—A 
(13a) e 


+оо 
> (о DOn du < s; sf (o Gy du <e Tür alle z. 
— оо A 


Um die Tatsache a) zu beweisen, zeigt man zuerst 
Beziehung: 


Dm e, (е a)» = 0 


п = оо 


wie beim Beweise von Satz ХХ, daß die 
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gleichmäßig in < 2, B — gilt, woraus die Gleichung folgt: 

2 8 ; 
(14) lim с, | (e Gun du —O. 

Ist sodann s > О beliebig gegeben, so kann man л, so groß wählen, daß: 
- S ; m 
(15) Cn | (0 (u) du <e für n >n, 
ki 


Nun kann man, zufolge einer bekannten Eigenschaft der Lebesgue’schen Integrale für jedes einzelne 
п zu dem gegebenen s ein ),, so bestimmen, daß für dieses v und für) = X; Ungleichung (13) gilt. Wählt 
man nun für‘ die kleinste der Zahlen A, А,..., Aug, so gilt nun, bei Berücksichtigung von (15), Un- 
gleichung (13) für alle v und die Tatsache а) ist bewiesen. 


Um die Tatsache b) zu beweisen, zeigt man zuerst, daß: 
+ ео d = S 
(16) lim nl (5 (ду du — 0, lim c, (т (пут ап = 0, 
п= GO 1 As GO —со 


was ebenso bewiesen wird wie (11). Sodann wählt man e so groß, daß: 
+00 ў 
(17) Яі (т (0) du <e für и г> tu. 
1 


Für jedes einzelne z aber gibt es, da jedes Integral: 


+со Е 
S Gom aa 
1 
konvergent ist, ein An so daß: 


+o М 
(18) o | (o (1) du < е. 
vn 


Wählt man also A größer als die Zahlen 1, A, An- .., Ам, so gilt, wegen (17) und (18), die zweite 
Ungleichung (13 a) für alle п. Analog zeigt man, daß. die erste Ungleichung (13 а) gilt, und Tatsache 5j 
ist bewiesen. Í 

Daß Satz XX b auch für die Klasse %, richtig ist, folgt aus (14) und (16). 


S rr. Die verallgemeinerte Stieltjessche Formel. 


Es genüge wieder c (и) den Voraussetzungen von Satz NN (beziehungsweise ХХ а oder NX b). 
Wir wählen für die in diesen Sätzen auftretende Zahlenfolge ii da. - -, 1ш... nun der Einfachheit halber 
die Folge 1, 2,..., и,.... Ersetzt man in (2) von $ 10 die Zahl ү durch eine andere positive Zahl y von 
(—1, I) (beziehungsweise eine beliebige andere positive Zahl y^ und setzt: 
1 y 
E) i = | (oy dec Ro | Ei" ип, 
—{ = ү! 


so gelingt es leicht, die Differenz £, — 2, abzuschätzen. Sei etwa d < ү. Dann hat man: 


БЛ, = 2 GON du + е (и))” Чи. 
== d 
Da in <- y, —'{' > sowie in < y’, y — die obere Grenze von » (п) kleiner als 1 ist, gibt es ein т, 2 0, 
so daß in diesen Intervallen: 
О (0) 1-3, 
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und somit: 
К = 2 (0—1) (1—3)". 
Wir haben also allgemein: es gibt ein positives è < 1, so daß für alle hinlänglich großen 1: 
(2) [= -— 9" = ууу 


Diese einfache Bemerkung ermöglicht es, unter weiteren spezialisierenden Annahmen über das 
Verhalten von 7 (2) in der Umgebung des Nullpunktes, eine asymptotische Auswertung von k, vorzu- 
nehmen und dadurch einfache Ausdrücke für die Konstanten c, zu ermitteln. 

Es habe ọ (it) außer den schon bisher geforderten Eigenschaften die Gestalt: 


(3) Ф (u) = 1—@ |u|?4- 0 (и), alt, 

worin: 

(4) af po0; lim e(w)—0 
u=0 


sei. Wir können dann, wenn ein / > О beliebig gegeben ist, 1' so klein wählen, daß in < —, v > die 
Ungleichung gilt: 


(5) 1 — (0+1) u? < (8) S 1—(n— h): juj”, 

und somit auch: | 
"4l ү! 1i 

(6) d 41— (9 + Iu?" du =) (о (GON ди: " 41 —(a—R)|u|7y* da. 
0 S -Y 0 


Dies führt uns auf die Aufgabe, eine asymptotische Auswertung des Integrales: 
(?) „бер | wackwyds 6>0,5>0,7>0,9>0) 
0 6 


vorzunehmen. Nehmen wir die Substitution: 
p Lus T= pea” 
vor, so erhalten wir: 
g+1 7 4+1 


= iub 
СУ 2 9 = — •8 Р Ur 1—0)” du. 
P 0 


Wir wollen noch annehmen, es sei: 
(7a) т 8.07 < 1. 
Dann haben wir offenbar die Ungleichung: 


ge JEE 


ү pum 1 ^ | | l5 em 
х, (fonmg-—-—£fg Р vr (1—0) dv <-—-BT p (1—т)"+!.т—1. 
Р 0 | iP 


(8) 


Nun ist bekanntlich: 
r lox T (41-1) 


1 q+i 
IK £ 
0 ei) 
р 


und somit nach der Stirling'schen Formel: 


E IN ш 
| "e (= Ee ja т A) (hm A(m)-Ll. 

0 AB n= оо 
Man erhält daher aus (8) wegen: 


ш 
Dm #02 (1—т)у#н = 0 
n= 00 x 
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die Beziehung: 


qu [E ql 4+1. 
| ЕСУ) ж у Gb H 
(9) lim A lea. 4) E í | Sal 


п = оо 
Sie gilt, wegen (7 а), für б.о? < 1. 
Sei nun ein й > О beliebig gegeben; es kann dann y so klein gewählt werden, daß in < — v’, ү — die 
Ungleichungen (5) gelten. Wir haben dann nach (6): 


"ul Р : 
2 D (0+ /, fa Р. 0) = | (Ф (1))” du = 2 ën (2, Kg It, T Р, 0) * 
= 1 


Wählen wir y’ auch so klein, daß: 
(ath) — 1, 


so können wir (9) anwenden und haben, wenn wir wieder von der Bezeichnungsweise (1) Gebrauch 
machen: 


Ist 1 > 0 beliebig gegeben, so ist für alle hinlänglich großen 1: 


D 


2 db 1 ЗЕ 2 = | 
— (a + Rt) ar a DZ Ена "ran 
D D р P . 


und somit, bei Benützung von (2), wieder für alle hinlänglich großen и: 


2 


f 


1 ch 
Ga RA = 


1 E a 2 -— cu 
—|—upg 9'—q zu» Ё, — (0 KI zu 1+ Пр ÒH. 
р р 


р) 


Da hierin / und т beliebig waren und О — = 1 ist, ist das gleichbedeutend mit: 
e 30 1 

lim zr pr а р п 
n-oo p p 


Zufolge von Gleichung (3) in 8 10 kónnen wir also setzen: 


ER n? 
Г = 
p 


XXL Sei e (и) eine in (—7, 1) gegebene, nicht negative Funktion der Form (3), (4), deren 
obere Grenze in jedem den Nullpunkt nicht enthaltenden Teilintervalle < 2, с> von (—/, D) 
kleiner als 1 ist. Dann gilt für jede in <a, a+ l — zur Klasse 5, gehörige Funktion, die im 
Punkte x von (a,a + 1) stetig ist, die Formel: 


1 1 T 


Wir haben damit den Satz: 


1 
10 З do rar | Й 
aD) С = аы lim nz? | РЕ) (е0 3)" de. 


ө? E п == СО ca 
D 


Diese Beziehung gilt gleichmäßig in jedem Teilintervalle < a^, "> von (t, a + 1), in 
dessen sämtlichen Punkten f stetig ist. 

Formel (10) wurde für den Fall p = 2 aufgestellt von Stieltjes.' Man erhält wichtige Spezialfälle 
der Stieltjes'schen Formel, indem man für (—7. D das Intervall (— 1, 1) nimmt und setzt: ? 


v (u) = 1—н?, 


! Currespundance de Hermite el de Stieltjes, Bd. ll, p. 185. Näheres hierüber: II. Lebesgue a. a. O p. 119 
? E.Landau, Rend. Pal., Bd. 25, p. 337; Ch. J. dela Vallee-Poussin, Acad. Bruxelles, Bull. Classe des Sciences 1908, p. 193 
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oder indem man für (—7, 2) das Intervall (—2 x, 2x) nimmt und setzt: ! 


CRL 
D = 95 =. 
© (m) С S sl 
XNIa. Sei c (и) eine für alle reellen 2 gegebene nicht negative Funktion der Form (3), (4), 
deren obere Grenze in jedem Intervalle (— со, —A> und < h, +œ) (h => О) kleiner als 1 ist. 
Dann gilt für jede in (~œ, tel zur Klasse $$, gehörige Funktion, die im Punkte x stetig ist, die 
Formel: 


(11) 


1 
Deg Р 


cs PUT. dm n” [re acras. 
ay m de 
P 


Diese Beziehung gilt gleichmäßig in jedem endlichen Intervalle <a’, // >, in dessen 


sämtlichen Punkten f stetig ist. — Existiert das Integral 
+00 x + со 
| (£00): du beziehungsweise | © (u) ди, 
— со — оо 


so gilt dies auch für die in (— о, +») zu $$, beziehungsweise zu %,, gehörigen Funktionen f. 
Einen bekannten Spezialfall? erhält man, indem man wählt: 


к=, 


$ 12. Konvergenz an Unsteügkeitsstellen und Differenziation. 


Wir wollen nun auf den in den $$ 10 und 11 behandelten Typus singulärer Integrale Satz XII 
und ХШ anwenden. 


ХАП. Es genüge т (i) außer den Voraussetzungen von Satz ХХІ noch folgenden Bedin: 
gungen: » (m) ist absolut stetig? in einer Umgebung des Nullpunktes und es genügt «' (m) in 
dieser Umgehung (abgesehen von einer Nullmenge) einer Ungleichung: 


(1) |Ф/ (1)! < A-|ul?-* (A eine Konstante). 


Dann gilt Gleichung (10) von $ 11 in jedem Punkte x von (a, a + 1), in dem die zur Klasse 
%, gehörige Funktion f Ableitung ihres unbestimmten Integrales ist. — Ist außerdem in 
einer Umgebung des Nullpunktes e(—:) =v (и), so gilt (10) von $ 11 in jedem Punkte x von 
(a, a + D, in dem f verallgemeinerte erste Ableitung seines unbestimmten Integrales ist. 

Wir haben uns zu überzeugen, daf der Kern: 

E 

А рат s e n 
о (& x, n) = ————— u” (8 ($— r) 


21 


(2) 


allen Voraussetzungen und Bedingungen von Satz All genügt. Die absolute Stetigkeit wurde ausdrücklich 
vorausgesetzt. Daß Beziehung (1) von $ 6 erfüllt ist, haben wir schon in 8 10 gesehen. Ebenso wissen wir, 
daß die Bedingungen 1., 2. und 4. von Satz NII für die Klasse 5, erfüllt sind. Es bleibt also nur Bedingung 
З. von ХИ nachzuweisen; das heißt, daß es ein й — О und ein N gibt, so daß: 


x+h 
(3) | 
x—h 


1Ch.l.dela Vallée Poussin, a. a. O., p. 227. 
2 Weierstraß, Werke, Bd. HI, p. 1. 
з Es existiert also a (и), abgesehen von einer Nullmenge. 


Hi f 
ау? (& ж, м) dE = М füralle m. 
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Dazu genügt es nachzuweisen, daß es ein 7 > О und ein N gibt, so daß: 


1 h 
(4) nf |а (и) (ж (0)! аи <N für alle s. 
—h 
Nun haben wir aber, wenn y hinlänglich klein gewählt wird, їп <— т, ү =, wegen (3) und (4) von 
c Jib игеп С 27 
(5) Oe = l = нё, 
und somit bei Berücksichtigung von (1): 


d 


S : 
E i c! Gite GO t di < 2 ај Ш B nyc ie 
= 


Dieses letztere Integral aber ist nach der Bezeichnungsweise (7) von $ 11 nichts anderes als 


р+1 
SENI Маше пос со klein, dat бе = зо па nach (9) опо р о о д) 


für n = ee einen endlichen Grenzwert. Damit ist also (4) und gleichzeitig (3) für 7 == y nachgewiesen und 
unser Satz ist bewiesen. 


А u \? 
Der зрела dieses Satzes = АЧ е von Fr. Riesz, ® der Falls == [cos Sa von 
\ 2 
H. Lebesgue ? bewiesen. Weitergehende Resultate erhält man durch Anwendung von Satz XIV und XV: 
ХАП. Es genüge о (и) außer den Voraussetzungen von Satz ХХІ (beziehungsweise 
XNI a) noch folgenden Bedingungen: z (a) besitzt in einer Umgebung des Nullpunktes eine 
absolut stetige (ou lte Ableitung, und es sind in dieser Umgebung, abgesehen von einer 
Nullmenge, die Ungleichungen erfüllt: 


(6) Ex JEU rp = 


Dann gilt Gleichung (10) (beziehungsweise (11) von $ 11 in jedem Punkte x von (a, a + 7) 
(beziehungsweise in jedem Punkte x) in dem f ;jz-te Ableitung seines m-fach iterierten 
unbestimmten Integrales ist. -- ist außerdem in einer Umgebung des Nullpunktes 
о (— 1) = © (и), so gilt (10) (beziehungsweise (11)) von $ 11 in jedem Punkte г von (a. a + 7) 
(beziehungsweise in jedem Punkte 1) in dem f verallgemeinerte mete Ableitung seines 
m-fach iterierten unbestimmten Integrales ist. 

Wir haben nachzuweisen, daß der Kern (2) allen Bedingungen von Satz NIV genügt. Die absolute 
Stetigkeit der (ou —1)-ten Ableitung wurde ausdrücklich vorausgesetzt. Um einzusehen, dal die Bezie 
4 


hungen (1) von $ 7 gelten, hat man nur zu beachten, daß die ite Ableitung von (v G0)" =1,2,....m 1) 


eine Summe aus einer endlichen (von и unabhängigen) Anzahl von Summanden der Form: 
Pin) (5 (н) (e! (oni, tik... Geh un) 


ist, wo P (n) ein Polynom іп z ist und die Exponenten j, ,,..., von и unabhängig sind. Da |» (i); < 1 
1 
ist für u 0, haben für u0 alle diese Ausdrücke auch nach Multiplikation mus für u = со den 


Grenzwert 0. 

Daß die Bedingungen 1., 2. und 4. von Satz NIV erfüllt sind, ist uns schon bekannt. Es bleibt nur 
noch nachzuweisen, daß auch Bedingung 3. erfüllt is. Dazu genügt es wieder nachzuweisen, daß für ein 
hinlänglich kleines eine Ungleichung besteht: 


E ї d" 
ИР [ D | (Ош п= N ием. 
Ju 1 


m 
1 


1 Jahresber. Math. Ver., Bd. 17, p. 196. 
А.а. 0., p. 100. 
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7 gH. | Е ; 
Nun ist, abgesehen von einer Nullmenge, EU (Ф (ONT eine Summe aus einer endlichen (von 2; unab- 
qm G 


hängigen) Anzahl von Summanden der Form: 
Р (п) (о 0)" — (e (и) (ф” GOY.. (o0 (шуут. 
Berücksichtigen wir Ungleichung (5) und (6), so wird es also genügen nachzuweisen, daß für jeden 
einzelnen dieser Summanden eine Ungleichung gilt: 


| H d Р , Р 
(7) ЛОР wf qns ps +jm (=m) (1 Виру) da <N (für alle v). 
0 


Dieses Integral ist nichts anderes als: 
њр mi TEE 4 (pm). 

Bezeichnen wir noch mit £ den Grad des Polynoms Р (x), so verhält sich also nach Formel (9) von 

8 11 der Ausdruck (7) für unendlich wachsendes z wie: 
ut а Qn (р) р dr (рт), 
und unsere Behauptung wird bewiesen sein, wenn wir die Gleichheiten beweisen: 
(8) Zut 2j +... + Mjm =M, 
htt... 2], =R. 


Im Falle au = 1 sind diese Gleichheiten richtig. Denn die erste Ableitung von (0 (и))” besteht nur 
aus dem einen Gliede: 
ne (e (ale! (u), 
und es ist also й == j, — 1. Nehmen wir also an, die Gleichheiten (8) seien richtig für m — 7, und zeigen 
wir, daß sie dann auch richtig sind für m = i + 1. 
Differenziert man das Glied: 


(9) P (п) (o aP Qe! (u))^ Go" (y)... (90 (и) Ji 
і! =, m" : x s e 
von~ - (о (i)))" nach der Regel für die Differenziation eines Produktes, so erhält man i + 1 Glieder von 
d id 
dir! 


— (e (1))". Die in diesen Gliedern auftretenden Zahlen /, JJa rn gehen aus den entsprechenden 
ui ge ? 

Zahlen von (9) in folgender Weise hervor: Differenziert man in (9) den Faktor (0 Go 7 und läßt die 
übrigen ungeándert, so vermehrt sich in den als richtig vorausgesetzten Gleichheiten: 


ht2h+...+ TER 


(10) Mee i 
Jot. + jJi = Rk, 


ji um 1, 5, ...,j; bleiben ungeändert, die Gradzahl vermehrt sich um 1. Gleichzeitig geht ¿in ¿+ 1 
über. Die Gleichheiten bleiben dabei bestehen. — Differenziert man in (9) den Faktor (v (и)) (h — i, 
Jn 27 О) und läßt die andern ungeändert, so vermindert sich jp um 1 und es vermehrt sich /;,, um 1, die 
übrigen j und k bleiben ungeändert, / vermehrt sich um 1; die Gleichheiten bleiben dabei bestehen. 
Differenziert man den Faktor (20 (u))/; und läßt die anderen'ungeündert, so vermindert sich j; um 1, die 
anderen j und Р bleiben ungeándert, aus Z wird 7 + | und es tritt in (10) auf der linken Seite in der ersten 
Gleichheit der Summand / + 1, in der zweiten der Summand 1 hinzu. Die Gleichheiten bleiben dabei 
bestehen. Damit ist (8) nachgewiesen und somit auch Satz NNIII bewiesen. 

Nehmen wir nun an, es sei "=D (i) nicht nur in einer Umgebung des Nullpunktes, sondern in 
icdem Teilintervall < a, с> von (—1,/) absolut stetig, so sind nun offenbar alle Bedingungen von 
Satz XIX erfüllt, so daß wir den Satz aussprechen können: 
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NNIW. Es genüge 7 (и) außer den Voraussetzungen von Satz ХХІ noch folgenden 
Bedingungen: v (a) besitzt eine in jedem Teilintervalle <=, >> von (-/, /) absolut stetige 
(11 — 1)-ќе Ableitung und es sind in jedem solchen Teilintervalle (abgesehen von einer Null- 
menge) Ungleichungen der Gestalt: 


(11) |0 (p 0127 (== 1,2...$) 
erfüllt. Dann gilt in jedem Punkte т von (2, a + ), in dem die in —a,«4-/- zur klasse js 


gehörige Funktion f eine endliche Ableitung z ;£éter Ordnung besitzt, die Formel: 


1 
(12) mm I ma д 
20 lim z I) 
y Ja 


und zwar gilt diese Beziehung gleichmäßig in jedem Teilintervalle < a’, b т> von (а, а + D, in 


i 
T E el ee. жу, 
| 


dem f(x) i-mal stetig differenzierbar ist. — Genügt v (u) in einer Umgebung des Nullpunktes 


auch derRelation e (—4) = c (0), so gilt (12) auch für die verallgemeinerte Lie Ableitung Л? (2). 

Ist speziell p eine gerade natürliche Zahl, so kann es vorkommen, daß alle Ableitungen von % (0) 
existieren und absolut stetig sind. Gilt dann in jedem Teilintervalle — 2, 5 — von (—/, N für jedes 2 eine 
Ungleichung der Form: 


ош) = A; luc, 


so gilt (12) für jedes z. Die Spezialfälle unseres Satzes: т (п) == 1 —w° und х (u) = [cos =) wurden von 


Ch. 1. de la Vallée-Poussin bewiesen.! 

Für unendliche Intervalle haben wir (unter Berufung auf Satz ХІХ a): 

XXIV a. »Es genüge т (и) den Voraussetzungen von Satz XXI a für die Klasse jy; Ferner besitze 
(u) eine in jedem endlichen Intervalle absolut stetige (m —1)-te Ableitung; im Falle der Klasse %, sei 
ternene pe m c 
‘ш! (abgesehen von Nullmengen): 


m) geschränkt für alle и; im Falle der Klasse jy, sei für alle hinlänglich großen 


= 


wu 


sei für alle hinlänglich großen |n! (abgesehen von Nullmengen): 


BEI e (n)! <и az): 


im Falle der Klasse %, 


сол) Ж к. 


Endlich mögen in jedem endlichen Intervalle Ungleichungen der Form (11) erfüllt sein. Dann gilt für 
jede in (— œ, +æ) zu $; gehörige Funktion, die im Punkte r eine endliche Ableitung ;-ter Ordnung besitzt, 


die Formel: 
т ` rt oO gi 
(14) RED ET E | E EE D = 1,9. ш 
or E с» Каш res 
р! 


Diese Beziehung gilt gleichmäßig in jedem endlichen Intervalle < «^, &' >, in dem fi-mal stetig 
differenzierbar ist. Genügt (n) in einer Umgebung des Nullpunktes der Relation (и) = v (- 10, so 
* 


gilt (14) auch für die verallgemeinerte ;-te Ableitung fÒ (4).« 

I A. а. О., p. 204 ff. u, p. 238 ff. Die Resultate von de la Vallee-Poussin sagen auch in diesen 5peziallüllen insofern etwas 
weniger aus als die des Textes, als sie die gleichmäßige Konvergenz von (12) nur behaupten lür jedes Intervall < u", 5" т>. das 
ganz in einem Intervalle (oi, 5") liegt, in dem f 7-mal stetig differenzierbar ist. 

Denkschriften der mathem.-naturw. Klasse, 93. Band. Sa 
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Um dies zu beweisen, hat man nur noch zu zeigen, daß Bedingung 1. von Satz XIXa ! erfüllt ist, 


s ; di : 
was man unmittelbar erkennt, indem man beachtet, daß —— (Фф(и))” sich aus einer endlichen Anzahl 
di ` 


Glieder der Form (9) zusammensetzt. Sei der Beweis etwa für den Fall der Klasse fy, angedeutet: es ist, 
wenn D eine Zahl zwischen О und 1 bedeutet: 


TI “р (07) (e D Q^ (de 0)... (o0 (0) dn = 


h 
^ RE > E: ` H К ү, 
= (Р Dy seco f Gel (JA Gell (10)... (o0 (н) dn. 
vh 
Das rechts auftretende Integral hat wegen (13) einen endlichen Wert und es ist wegen 0 — 9 — 1: 
2 
iia n” CEO AE 
t= со 


So erkennt man, daß die Integrale: 
2 eem di 


"p - 
D la 27 


(e y Fas 


geschränkt sind für alle n, wodurch Bedingung 1. von Satz XIXa (das ist Bedingung 1. von Satz XVI a) 
verifiziert erscheint. Ähnlich argumentiert man in den anderen Fällen. 


$ 13. Singuläre Integrale vom Wererstrafb schen Typus. 
Im Weierstraf'schen Falle: 
оби) = ECHT 


sind alle Voraussetzungen der Sätze ХХІ a, XXII, XXIV a erfüllt, und zwar für jede unserer klassen $%;. 
Die Sätze XXI a und XXIII lehren uns also, da bekanntlich: 


ist, daß für jede in (— «o, +æ) zu einer der Klassen pv, %,, $, gehörige Funktion die Formel: 


m parce TS. 

JOS Шш éi | f (ш. 
= \ T и — GO 

in jedem Punkte gilt, in dem f (für irgend ein ш) verallgemeinerte n-te Ableitung seines m-fach iterierten 

Integrales ist, und daß sie gleichmäßig in jedem endlichen Intervalle — a’, V > gilt, in dessen sämtlichen 

Punkten f stetig ist. — Satz XXIVa lehrt sodann, daß (für jedes 7) die Formel: 


+ В Zo О аа @ В 
Pe) == lin = ii HG Bl: 
U 


п= оо d xi 


in jedem Punkte gilt, in dem f eine verallgemeinerte endliche Ableitung ¿ter Ordnung besitzt, und daß sie 
gleichmäßig in jedem endlichen Intervalle < a’, RN > gilt, in dem f i-mal stetig differenzierbar ist. 

So wie diese Resultate als Spezialfälle der in den letzten Paragraphen durchgeführten Erörterungen 
aufgefaßt werden können, kann man sie auch als Spezialfälle eines anderen Typus singulärer Integrale 
auffassen, den wir als den Weierstraß’schen Typus bezeichnen wollen, und der in mancher Hinsicht 


1 Das heißt Bedingung 1. von Satz XVI a. 
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einfacher ist, als der in den letzten Paragraphen betrachtete Typus. Es ist für das Folgende bequemer, 
statt wie bisher Integrale der Form: 


+оо : . 
Lf | Bean: 
— со 
zu betrachten, nunmehr Integrale der Form: 


EE HEEL 


uU 


+ 


zu betrachten, wo Ё alle Werte 2= 1 durchläuft. 


XXV. Sei v (i) eine für alle reellen и definierte Funktion, für die das verallgemeinerte 


Lebesgue'sche Integral: 


k +00 
(1) lim | o (и) du =f gn du (Zw) 
; a k=+00 E — оо 


existiert und einen von Null verschiedenen Wert o besitzt. 
Damit für jede in (—o, +æ) zur klasse $$, gehörige Funktion f. die im Punkte x stetig 
ые отео ее 


ЗЕ à : 
(2) fG)- dm ` | fg (G2) dt 
k=+00 0 — oo 
ist notwendig und hinreichend, daß das Integral: 
+со 
(3) || p Gd 
./— со 


einen endlichen \Vert habe. Ist dies der Fall, so gilt (2) gleichmäßig in jedem endlichen 
Intervalle <a’, Р' >, in dessen sämtlichen Punkten f stetig ist. 

Die Bedingung ist hinreichend (auch für gleichmäßige Konvergenz). Es genügt zu zeigen, daß für 
jede Folge positiver Werte £, mit lim k, = + оо der Kern: 


п = оо 


EN Ё е. 
H ($, 2, п) == m 7 (k, (Lë =) 
(2 


den Bedingungen von Satz X а für die Klasse @, genügt. 
Um Bedingung f. von Satz X a als erfüllt nachzuweisen, zeigen wir zunáchst, дай für jedes s с> 0: 


Too 
(4) lim | О cw, elt = 
n-oo — со 


gleichmäßig für alle x von <a’, b! > ist. In der Tat, es ist: 


+00 | Ь = й +оо 
| ОЕ лмо) | 2 = EX ? (B, i| du + | SS d = 


со со SS 
1 —knE /'* oo | 
= —- | le w) dv + | ЖО ДУК 
(07 —со | 


ыл 
wodurch wegen der über das Integral (3) gemachten Voraussetzung und weil der letzte Ausdruck von A 
nicht abhängt, die gleichmäßige Konvergenz von (4) bewiesen ist. 
Um nun zu beweisen, daß Bedingung 1. von X a für die Klasse 5, erfüllt ist, zeigen wir zunächst: zu 
jedem с> gibt es ein с> 0, so daß für jede Menge / sich nicht überdeckender Intervalle, deren 
Gesamtlänge << ). ist, sowie für alle x von < a/, b >: 


[^ (б клал Еш п гает 
7 


! Darunter ist hier wie im Folgenden auch mitverstanden, daß das in dieser Formel auftretende Integral für jedes A> 1 existiert 
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ist. Wir wählen zu dem Zwecke ж so groß, daß für n — n, und alle x von <a’, b >: 


+09 | 
| О mE E= i 
c9 c 
was wegen (4) möglich ist; sodann bestimmen wir für jedes einzelne n ein X4, so daß für jede Menge M, 


deren Inhalt < An ist: 
k (o 
5 (ia dian 


e 
> Ju 


ist, was wegen eines bekannten Satzes über Lebesgue'sche integrale sicher möglich ist. Wir haben nun 
für das gewünschte X lediglich die kleinste der Zahlen M, №,..., An, zu wählen. 
Wir zeigen weiter: zu jedem 1 > О gibt es ein A, so daß: 


+ 


| es 
ш б ОШО с кей 
Ke [д 
für alle n und alle x von < a’, b' >. Wir wählen wieder 1, so groß, daß: 


+00 
D lo (& х, 1, eil dë = 7 


со 


für n > 1, und alle x von <a’, b! >. Sodann beachten wir, daß: 
0 H 


+со : М +со 
| Io (E, л, u, £)| 4 = sch lo (k,n)| du, 
A А—х 


und daher weiter für alle x von <a’, b! >: 


+ оо А E в, (+? 
[| [0 & 45 Aë g| dem Je (&, 1)| du. 
A А-Ы 


Nun kann aber zu jedem einzelnen z ein А, so gewählt werden, daß: 


Ra ее 
— ie (&,1)| du <. 
O Аа 

Wir haben daher, um die zweite Ungleichung (5) zu befriedigen, für A lediglich die größte der 
Zahlen A, ,..., А, zu wählen. Analog befriedigt man die erste Ungleichung (5). — Damit ist 
Bedingung 1. von X a als erfüllt nachgewiesen. | 

Daß Bedingung 2. von X a erfüllt ist, folet unmittelbar aus dem gleichmäßigen Bestehen von (4) für 
alle x von <a), b! >. 

Bedingung З. von Xa ist erfüllt, denn es ist: 


Кре S j ees 
ч lo (ka ($—2))! аё = Séi |е ()| du, 


oo oo 
wo die rechte Seite von z und x nicht abhängt und nach Voraussetzung endlich ist. 


Bedingung 4. von Xa ist erfüllt. Denn wegen der gleichmäßigen Konvergenz von (4) für alle x von 
< dl Б > ist diese Bedingung nun gleichbedeutend mit folgender: es ist: 


hb, fem 
lim 3 o (k, (6—0) di = I 


п= 00 W со 
gleichmäßig für alle x von <a’, D >. 
Das aber ist der Fall, wegen der Gleichungen: 


Too ^" oo 
d Ф (®„@-—))4$ =| q (и) dn = w z 
SE DE 


oo 
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Die Bedingung ist notwendig. Dies erkennt man durch Berufung auf Satz VI a. In der Tat, es ist: 


xi . В Ё, WER } Й 1 En ё 
| u (5, ag che = Sail eR (E = с, © Qu du. 
x X -E Е 


Е O. 


Hätte nun das lntegral (3) nicht einen endlichen Wert, so wäre: 


; kne 
lim [| itp (и)| da = + оо, 


п= 00, kc 


und es wäre somit Bedingung 3. von Уа nicht erfüllt. 

Man erkennt ohneweiters: 

XXV a. »Genügt т (и) den zu Beginn von Satz XXV angeführten Voraussetzungen, so ist die das 
Integral (3) betreffende Bedingung auch notwendig und hinreichend dafür, daß in jedem Punkte x des 
beliebigen Intervalles (a, b), der ein Stetigkeitspunkt für die in < a, b zur Klasse $, gehörige Funktion f 
ist, die Formel gelte: 

(6) fà im 2 | f « 6 G—2) dt. 
k=+00 0 ‚Ja 

Ist auch Bedingung (3) erfüllt, so gilt (6) gleichmäßig in jedem Teilintervalle < a’, b' > von (a, D), 
in dessen sämtlichen Punkten f stetig ist.« 

Wir wenden uns nunmehr zum Studium von Formel (2) für Funktionen der Klassen $3, und %,. Da 
für diese Klassen Bedingung 3. von VI a dieselbe ist wie für die Klasse %,, so sehen wir aus dem zuletzt 
geführten Beweise, daß Formel (2) jedenfalls nur dann für alle Funktionen, die in (—oo, +) zu $3, oder 
zu %, gehören, gelten kann, wenn die das Integral (3) betreffende Bedingung von Satz XXV erfüllt ist. Wir 
setzen also diese Bedingung von jetzt an als erfüllt voraus. 

XXVI. Sei v (n) eine für alle reellen и definierte Funktion, für die das Integral (3) einen 
endlichen Wert hai, und für die der Wert о des Integrales (1) nicht verschwindet. Damit 
Beziehung (2) für jede im Punkte x stetige Funktion gelte, die in (— оо, +œ) zur Klasse %, 
gehört, ist notwendig und hinreichend, daß zu jedem n= O ein A gehört, so daß: 


" E A + оо А 
(7) f (т (OI di <-- -: || GW dv<— ги zh. 
lee i JJ Hu 
Ist diese Bedingung erfüllt, so gilt (2) gleichmäßig in jedem endlichen Intervalle 
<a, b >, іп dessen sämtlichen Punkten f'stetig ist. 
Die Bedingung ist hinreichend. Um Bedingung I! von Na für die Klasse Дд, als erfüllt nachzu- 
weisen, genügt es zu zeigen, daf es zu jedem / => 0 ein M gibt, so daß: 


See 
(8) | QE E tmu Mu ае = und alley von «a. —. 
— оо 
Nun ist: 
"+00 " В kz | eh "оо l 
| (pon Rain) de — m | GG (eu du sl Ge (нум! = 
сс o7 L — осо Jh J 
? “=й (": oo 
= a | (О) | (c unm? m 
(5 \ = со ukh | 
Also haben wir bei Benützung von (7): 
СС 2 А 
| (b (S, v, uf dë а — —. 
Mise o? A 


wodurch (8) bewiesen ist. 
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Daß Bedingung 2., 3. und 4. von Xa erfüllt sind, haben wir schon beim Beweise von Satz XXV 
gesehen. 


Die Bedingung ist notwendig. Wäre sie nicht erfüllt, so gäbe es ein // — О und eine Folge von 
Zahlen A, mit: 
(9) im 4 = 55665 


n= со 


sowie eine Folge von Zahlen :,, alle = й (oder alle = — 7), für die: 


+00 иң. 
Í GO do — “a (oder f " (e (0) du — -2 | 
un 1, oo | 1, | 


wäre. Sei etwa das erstere der Fall. Wir setzen: u, = Ё, • й (dann ist ka = 1) und haben: 


e 


E ә 2 ee 2 2 
k, | (e 9)? dn = B. | (e (a 1? du = 5, 
Ug 


v 
Wegen (9) wäre also für den Kern: 
k 


Y (& A, n) = = T (ky (©—2)) 


gewiss Bedingung |. von Satz Vla für die Klasse %, nicht erfüllt. Damit ist unsere Behauptung erwiesen. 


° 


XXVI a. »Genügt Ф (и) allen zu Beginn von Satz XXVI angeführten Voraussetzungen, so ist not- 
wendig und hinreichend dafür, daß in jedem Punkte x des beliebigen Intervalles (a, b), der ein Stetigkeits- 
punkt für die in a,b > zu 5, gehörige Funktion f ist, die Formel (6) gelte, daß » auch der Bedingung (7) 
genügt. Ist auch Bedingung (7) erfüllt, so gilt (6) gleichmäßig in jedem Teilintervalle (ol, b’) von <a, b> 
in dessen sämtlichen Punkten f stetig ist.« 


3 


Die Bedingung ist hinreichend. Das folgt unmittelbar aus dem Beweise von Satz XXVI. 


Die Bedingung ist notwendig. Um dies einzusehen, wird es genügen, statt der Notwendigkeit von (7) 
die Notwendigkeit der folgenden Bedingung nachzuweisen: Zu jedem с> 0 und Al gibt es ein Æ’, 
so daß: : | 


— и ! 


S ET Amt 4 
(10) (2 (u)? dit = —; | a) ап füruzeh. 
Ч 1 bk D 


voru 


In der Tat. ist Bedingung (10) erfüllt, so ist auch Bedingung (7) erfüllt, denn es ist (für u zz h 
mde): 


ОО ын | df +14 | 
| (e (и)? dn = | (2 Q0)? du + (c (u)? du+...+ (o (u))? du +... 
Уи п „Ха Aa 
und somit wegen (10): 
wo ES E: AX] 
(= (ш) dui ЕЕЕ 
m 1 IR д” . A—l nu 


das heißt: es ist auch Bedingung (7) erfüllt. 


Angenommen nun, es wäre Bedingung (10) nicht erfüllt; dann gäbe es ein й — 0 und ein à = 1, so 
daß für eine Folge in = Л, +œ) oder in (— со, —Й — gelegener и, (wir nehmen etwa das erstere ап): 


1 я 1 = co 


A Ha ‚al 
ШШ 1. (Ф (1)? du = — ( im А, = + =) 
САД 
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wäre. Sei x ein Punkt von (a, b). Wir wählen ein => 0, so daß: 
heszsb-ır und sz, 


und setzen: 


фу = Кие 


Dann wird k, > 1 und nach (11): 


b kn.s A 
СИТА [ "pan An 


GEI vkne £ 


so daß für den Kern: 
(с О (27) 
Bedingung 1. von Satz VI nicht erfüllt wäre. 

NNVII. Sei z (10) eine für alle reellen м definierte Funktion, für die das Integral (3) einen 
endlichen Wert hat und für die der Wert w des Integrales (I) nicht verschwindet. Damit 
Beziehung (2) für jede im Punkte x stetige Funktion gelte, die in (— оо, +оо) zur Klasse $, 
gehört, ist notwendig und hinreichend, daf zu jedem 4 — 0 ein А gehört so daß (abgesehen 
von Nullmengen): 

A 
(12) n für |u| zz A. 
п 

Ist diese Bedingung erfüllt, so gilt (2) gleichmäßig іп jedem endlichen Intervalle 

<a, В >, іп dessen sämtlichen Punkten f stetig ist. 


Die Bedingung ist hinreichend. Es handelt sich nur darum, nachzuweisen, daß Bedingung 1. von 
Satz Na für die Klasse %, erfüllt ist: denn für Bedingung 2., 3. und +. ist es uns schon bekannt. 


Wir haben zu zeigen: ist > О beliebig gegeben, so gibt es ein .M, so daß (abgesehen von Null- 
mengen): 


5 


(13) А e (kla М fürj zz Ж und kE 1. 
o 


Nun folgt aus (12) (immer abgesehen von Nullmengen): 


А 
kiziku)) < їй = пп 2201. 
и 


mithin auch: 
ARE: 
Ee (Еа) |= — für 'u Zh und zl, 
lt 
womit (13) bewiesen ist. 

Die Bedingung ist notwendig. Wäre sie nicht erfüllt, so hieße das: es gibt ein 4 > О und eine, sei 
es in < Й, +o), sei es in (= оо, bz gelegene Folge von Mengen Wie Vipa- Mar- deren jede einen 
von Ô verschiedenen Inhalt hat, und derart, daß in den Punkten von 9X: 

pn г> 
Hu. 
ist. Nehmen wir etwa an, diese Mengen liegen in < Л, +). Jedenfalls gibt e» dann auch eine Folge von 
Punkten a, (=й), so daß derin < Un, In +1 > liegende Teil W, von Mè, nicht den Inhalt О hat. 
Setzen wir: 


ffi ER 
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so ist $, = 1, und es wird in den Punkten der Menge 9%, die aus 9X, durch Áhnlichkeitstransformation 
im Verhältnisse k, : 1 hervorgeht: 


e n п n 
EDU Н) = > == = А 
H E s 1 ШЕ 
— (us, te D) П — 


СА A 


Und da die Menge Wi, in < /, +0) liegt, wäre also Bedingung 1. von Satz VI а für die Klasse %, 
nicht erfüllt. 

XXVII a. »Genügt ® (и) allen zu Beginn von Satz XXVII aufgezählten Bedingungen, so ist, damit in 
jedem Punkte x des beliebigen Intervalles (a, 2), der für die in < a, b — zur Klasse $, gehörige Funktion f 
ein Stetigkeitspunkt ist, Formel (6) gelte, notwendig und hinreichend, daß Ф (и) auch der Bedingung (12) 
genüge. Ist auch Bedingung (12) erfüllt, so gilt (6) gleichmäßig in jedem Teilintervalle <a’, NZ von 
(a, b), in dessen sämtlichen Punkten f stetig ist.« 

Eines Beweises bedarf hier nur die Behauptung, daß die Bedingung (12) notwendig ist. Wäre sie 
nicht erfüllt, so gäbe es wieder eine Folge, etwa іп < bh, +) gelegener Mengen M,, 9,...., Ma... mit 
von О verschiedenem Inhalte, so daß in den Punkten von 9t: 


(14) le bal  —. 
Hi 


z Ln й F il 
Es gäbe also auch eine in < h, +») gelegene Punktfolge 1, 10,,..., Um.. und in < It, tty + — > 
n 


gelegene Mengen W,, mit von О verschiedenem Inhalte, auf denen (14) gilt. 
Sei x ein Punkt von (a, b). Wir wählen ein s > 0 gemäß: 


Ss —b—ı 


und setzen: 


die aus Wi, durch die lineare 


EN 


m 


Gehört dann k, (É —) zur Menge Wè, das heißt gehört & zur Menge W 
Transformation и = Ё„ (&—x) entsteht, so haben wir wegen (14): 


1 


er, 9) > 


Die Menge 9X, aber liegt im Intervalle <ı+3, x + $ + SC > der Veränderlichen & Wegen 
п ku 


kn = | liegen diese Intervalle für hinlänglich großes n in —.r + e, b =>, so daß für den Kern: 
H (& 4 1) = E. а (А, C) 


sicherlich Bedingung 1. von Satz VI nicht erfüllt ist. 


S 14. Konvergenz an Unstetigkeitsstellen. 


Besonders einfach gestaltet sich für den jetzt betrachteten Typus singulärer Integrale die Anwendung 
der Sätze von $$ 7, 8 und 9, wenn wir bemerken, daß hier die Bedingung: A 
lm (5. л, 5) 0 == 
basta 
gleichbedeutend ist mit: 


(1) Dm 0.0 (0) = 0; lim ueg (n) = 0. 
1=— о0о 1= +00 
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und daß wegen: 
9i "C TA | | 
zu (& % Ё) = (= Ree (5, *, Ё) = qo (k (&—х)) 
98 dr 


jede der Beziehungen: 


0! 
imo el, у= 0; lim SE ner 
baten 08 воо da! 
gleichbedeutend wird mit: 
(la) im etie WO im WTA 0. 
tt = — 00 lIt =+ 00 


Durch Anwendung von Satz XIV a und XV a finden wir also: 


ХХҮШ. Seet eine für alle reellen и definierte Funktion, die eine in jedem endlichen 
Intervalle absolut stetige (i; — 1)-te Ableitung besitzt, und es sei: 


(2) im aa apes Ша шшш 0. 
t= — oo и=+ 00 


Ferner existiere das verallgemeinerte Integral: 


A +оо 
О lim | ọ (и) du = [| Ф (u) du = о, 
Asti o EA —со 


und es sei sein Wert oÆ 0. Endlich existiere das Integral: 


+00 

(4) | a 0) у du. 

vo 

Dann gilt für jedein(—o, +) zu einer der Klassen jy, $, S gehörige Funktion f die 

Beziehung: 
Р А т US A S 2 
(5) Л = lim — FOrRE ууа: 

baten mo GE 


in jedem Punkte z, in dem f m-te Ableitung seines zr-fach iterierten unbestimmten Integrales 
ist. Ist 7 (и) eine gerade Funktion, so gilt (5) in jedem Punkter, in dem f verallgemeinerte 
m-te Ableitung seines m-fach iterierten unbestimmten Integrales ist. 

Zum Beweise bemerken wir, daß gleichzeitig mit em ' auch c"—*,,.., z' und ў in jedem endlichen 
Intervalle absolut stetig sind. Daraus und aus der Existenz des verallgemeinerten Integrales (3) folgt 
ohneweiters: es gibt Punktfolgen и, itn, NỌ, 20 mit: 


mn 


(6) ine, = ro im X ee mW=+o dim € — _ es 
п = 00 n= 00 n= 00 и= со 
für die: 
(ОЕШ т О = е О. Ind, in ew = 0 (l1 X Л 
1 = о и = о0о п = осо п= оо 


Aus (2) folgt: ist = с> О beliebig gegeben, so gibt es еіп A, so daß: 


= 


ЦЕ für и> А. 


и 


Und daraus folgt durch Integration (für «=> A und hinlänglich großes ui: 


Ion —8) (gg) — eon —2) Goin —2)) cec ү = 1 


i m-?"m-1 
Е ssa TA (бш! 
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Aus (6) und (7) folgt nun: 


= 


SC für u = А 


ро 0—2) (п) zx 
И i ag — ueri 


oder, was dasselbe heißt: 
(8) in не 0 


UE 00 


Ebenso beweist man: 


Im ai In оя 
(ба) u=— c00 | ) 


So wie (8) und (8a) aus (2) hergeleitet wurden, zeigt man, indem man in derselben Weise weiter- 
schließt: es bestehen die Relationen: 


(9) lim ze (п) = 0 Dm ze (i) = 0 
EE п= + ei 
= À im ali 50 (y) — О e Е)" 
u= — со и ==+ со 


Wir zeigen sodann, daß aus unseren Voraussetzungen folgt, daß т (1) der Bedingung (3) von 
Satz NXV, der Bedingung (7) von Satz ХХҮІ und der Bedingung (12) von Satz NNVIH genügt. 


Durch partielle Integration ergibt sich: 


о A y" д Ш 1 В 
| VELIE сс (v)|dv = — |20) (2) | =. | p? sgn è gn —1) (0) «9m (v) du. 
0 HI Ü HE Ju 


t 


Hierin haben wir, wegen (2): 


ц 


mm gun -w, oll =A 


u=+00 [1 0 


der Subtrahend hat, wegen der vorausgesetzten Existenz des Integrales (4) einen endlichen Grenzwert 
für <= + со, so daß die Existenz des Integrales: 


oo 
| [jmd инс ter 
D 


bewiesen ist. Ebenso beweist man die Existenz von: 


mu 
| мї! p (m — 1) (и)! dat, 
SE 


so daß aus der vorausgesetzten Existenz von (4) die Existenz von: 


+ со 
|| К ча) (а) du 
— oo 


folgt. Indem man (unter Benützung von (9)) so weiter schließt, beweist man der Reihe nach die Existenz 
von: 


+o +оо 
(10) | Fed Gool du (= m—1, а 2,..., 1) und | le 2| du. 


со со 


Damit ist Bedingung (3) von Satz XXV erwiesen. 
Wie aus der Stetigkeit von (и) und den beiden ersten Relationen (9) unmittelbar folgt, gibt es 
eine Konstante B, so daß für alle и: 


(11) 


ү D cc 
Ja 
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Also haben wir für alle u ze £r: 


ff A b? CH LO D 2g 
| ki de -; | (zw)? dv е 
u’ 00 п ш 
womit Bedingung (7) von Satz XXVI nachgewiesen ist. Und durch Ungleichung (11) ist gleichzeitig 


Bedingung (12) von Satz XXVII als erfüllt nachgewiesen. 

Daraus folgt aber, wie die Beweise von NNV, ХХУІ und ANVI gezeigt haben, das Bestehen der 
Bedingungen 1., 2. und 4. von Satz ХГУ ш für jede der Klassen vg ($, N, — Um einzusehen, daß auch 
Bedingung 3. von Satz XIV a erfüllt ist, schreiben wir: 


xh 9" 
Í e ? (ё. x, u)|d $ = E E EE f geing (п), 
mm 
х1 dë | en kh 


und dieser Ausdruck liegt, wegen der vorausgesetzten Existenz des Integrales (4), tatsächlich für alle 


k> | unter einer endlichen Schranke A, 
Damit ist Satz ХХҮШ bewiesen. Man beweist ebenso: 


XXVIII a. »Genügt z (ir) den Voraussetzungen von Satz NNVIII, so gilt für jede in <a, P — zur 
Klasse 5, gehörige Funktion f die Beziehung 


(12) == SE 


Pb 


© (k (E) E 


in jedem Punkte x von (а, b), in dem f m-te Ableitung seines -fach iterierten unbestimmten Integrales ist. 
- Ist eo eine gerade Funktion, so gilt (12) in jedem Punkte у von (a, Р), in dem f verallgemeinerte wr-te 
Ableitung seines m-fach iterierten unbestimmten Integrales ist.« 


S 15. Differenziation der Integrale des Weierstrab schen Typus. 


Durch Berufung auf die Sätze NVI u, NVI ao, ХІХ о finden wir: 


ree OTI satz NSW. Dami jedem Punkten, 


= 


ХХІХ. Es genüge 7 (й) allen Voraussetzun 
in dem die in(—oe. +оо) zur Klasse қ, gehörige Funktion f eine endliche Ableitung ster 


Ordnung besitzt, die Beziehungen gelten: 


р k + оо 
(1) З= [и = / (5) v a Er) ds, 
к= +00 (0 |. co 
Р рїї (to " Е 
12) FU (x) lim (—1y — | Deu dr e en, 
boo [D оо 


ist notwendig und hinreichend, dal das у; H vong Keele dies dert ali 
gelten die Beziehungen (1), (2) gleichmäßig in jedem endlichen Intervalle, in dem / т-та 


stetig differenzierbar ist. Istu eine gerade Funktion, so kann die Ableitung Л? (ix) durch 
die verallgemeinerte Ableitung f? (v) ersetzt werden. 

Die Bedingung ist hinreichend (auch für die gleichmäßige Konvergenz. Es genügt zu beweisen, 
daß für den Kern 


Р 
E жа cede TUA 
(0) 


alle Voraussetzungen und Bedingungen von Satz NIX u erfüllt sind; zunächst gilt tatsächlich die Beziehung: 


„Bit 
(3) m a == se 
k=+00 к= +оо о) 
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gleichmäßig in jedem endlichen, den Nullpunkt nicht enthaltenden Intervalle — o, 8 2, wie unmittelbar 
aus (2) von $ 14 folgt; denn sei etwa: 
(<= ese [o 
Wegen (2) von $ 14 ist, bei beliebig gegebenem s — 0: 
juo oo gl cnm > д 
Daher weiter für alle и von < o, 6>: 
ш = E P А 
k” ep — (ak) <— [йг & ze =, 
$ £ gz 5 


womit das gleichmäßige Bestehen von (3) in <a, В — bewiesen ist. 

Bedingung 1. von XIX a für die Klasse jy, ist erfüllt, wenn für jedes /; — О die Kerne Фф (2, k, I) und 
bO (n, k, П) (i = 1, 2,..., т) der Bedingung 1. von Satz Ша genügen. Für den Kern & (z, k, h) haben wir 
schon beim Beweise von Satz XXV gezeigt, daß dies tatsächlich aus der Existenz des Integrales 


+оо 
li le (и)| du 
/— o0 


folgt. Zeigen wir es nun für den Kern dai (и, k, In). 
Es wird wieder genügen zu zeigen, daß: 


+ оо 
(4) lim | Ié (и, & Шу du= 0 


Lien со 


ist, da daraus das Bestehen der Bedingung 1. von Ш а für den Kern 40 (u, k, h) ebenso gefolgert werden 
kann, wie beim Beweise von Satz XXV das Bestehen dieser Bedingung für den Kern ф (é, x, п, в) aus der 
dortigen Relation (4) gefolgert wurde. 

Um (4) zu beweisen, beachten wir, daß: 


+00 piu —h * oo 
(5) Í [4 (u, k, М): ап = E [eO (ku) du + | |Ф0 (ku)| {= 
— oo D — со h 


рі —kh +оо 
= a |0 Gi du + 190 (и) | oh 
De La 


со kh 


Wegen der in $ 14 bewiesenen Existenz des Integrales: 


+оо ` 
L ші ei (u)| du 
— со 


gibt es zu einem beliebig vorgegebenen s — О ein A, so daß: 


—4 T со 
{| vi eh (y)| dv < s; | jui oe (v); due гаг A, 
= ос u 
und somit auch: 


ld К E +со К ] А e 
; |Ф® (0)| dv « —: oÙ (и) dv < — гиг А, 
сс DA m ul 


woraus man sofort entnimmt: 


fin = NT a A 
ki Plan = —; k KO Gol du < — fürk z= —. 
—со I: Anh hi h 


Damit ist, im Hinblick auf (5), Beziehung (4) dargetan und mithin bewiesen, daß Bedingung 1. von 
Satz XIX a erfüllt ist. 
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Daß Bedingung 3. von XIX a erfüllt ist, entnimmt man daraus, daß: 


со т+ї +оо 1 es) 
(6) ао дан = сас = op 0 (n)! dn 
= 5 D J— oo es 


ist. Daß Bedingung 4. von ХІХ a erfüllt ist, ist evident. 
Gleichung (6) lehrt aber auch, daß die Bedingung von Satz XXIX notwendig ist,! womit dieser 


Satz völlig bewiesen ist. 
Ebenso beweist man: 


ХХІХ a. »Es genüge = (и) allen Voraussetzungen von Satz XXVIII Damit in jedem Punkte x des 
beliebigen Intervalles (a, b), іп dem die in <a, b — zur klasse $$, gehörige Funktion f eine endliche 
Ableitung m-ter Ordnung besitzt, die Beziehungen gelten: 


(7) (у= BEE [rer t (k (£—2x)) аё, 


piu 


(8) E == ins а ECT (Rey de Y 

ist notwendig und hinreichend, daß das Integral (4) von $ 14 existiere. — Ist dies der Fall, so gelten die 
Beziehungen (7), (8) gleichmäßig in jedem Teilintervalle <a’, b' > von (a, Б), in dem f m-mal stetig 
differenzierbar ist. — Ist 7 (и) eine gerade Funktion, so kann die Ableitung f? (x) durch die verall- 


gemeinerte Ableitung /0 (х) ersetzt werden.« 

Wir wenden uns nunmehr der Frage nach der Gültigkeit der Formeln (1), (2) für Funktionen der 
Klassen $$, und @, zu. 

ХХХ. Es genüge «v (1) allen Voraussetzungen von Satz NXNVIIL Damit in jedem Punkte л, 
in dem die in (—ee, +оо) zur Klasse $, gehörige Funktion f eine endliche Ableitung miter 
Ordnung besitzt, die Beziehungen (1), (2) bestehen, ist notwendig und hinreichend, daß das 
Integral (4) von 5 14 existiere, und daß folgende Bedingung erfüllt sei: zu jedem /2— 0 
gehört ein A, sodaß für u Z I: 


p А "+00 А 
(9) (g (9)? dv < =. Gin) (ou? du < — 
Es и ?+ї ү 12041 


Sind diese Bedingungen erfüllt, so gelten die Beziehungen (1), (2) gleichmäßig in 
jedem endlichen Intervalle =< a,b =, in dem fın-mal stetig differenzierbar ist. — Ist z (tt) 
eine gerade Funktion, so kann die Ableitung GG ersetzt werden durch die verall- 


gemeinerte Ableitung f (m 

Die Bedingungen sind hinreichend. Es braucht nur mehr gezeigt zu werden, daß Bedingung 1. 
von Satz ХІХ a für die Klasse $y, erfüllt ist: es genügt also zu zeigen: zu jedem Л > О gibt es ein M, so 
daß für alle k zz 1: 


+оо 
(10) | (0 (1, k, h)? du — М, 
— оо 


+оо 
(11) СШ А) ee 
— 00 


Wir schreiben: 


+оо E Í + оо Н ът \ 
(12) E (00 (u, b, П) dn = Ms (EI (bi)? du + | (20 (Ein? du) = 
— со 0° dh ] 
Em Í +оо 1 
= WERTE du + (2 (0)? du 
w? — оо kh ү 


1 Und zwar nicht nur, wenn f zu % gehört, sondern aueh, wenn f zu $y, oder $$» gehört. 
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Benützt man (9), so hat man daher weiter: 


2 A 


D Ё H 
o? [2041 


+оо 
| (909 (и, k 1)? йи < 


oo 


womit (11) für = m bewiesen ist. Für i — 1, 2,..., m —1, sowie für (10) folgt dies wieder aus (12), 
beziehungsweise der analogen Formel für * (u, Ё, Л), wenn man bemerkt, daß es wegen der Stetigkeit 
von, 7^. . 20—20 und wegen (9) von $ 14 eine Konstante В gibt, so daß für alle и die Ungleichungen 


bestehen: 
В : ) Е 
ee) < —, 00 (п)  ([212,..,'—1) 
i Ao De 


Die Bedingungen sind notwendig. Für die das Integral (4) von 8 14 betreffenden Bedingung haben 
wir das schon oben bemerkt. * Was (9) anlangt, so nehmen wir an, diese Bedingung sei nicht erfüllt. 

Es gibt dann einen Wert 7 — 0 und eine sei es in = Л, +), sei es in (— ео, —/ > liegende 
Punktfolge (4, 11,,. . ., ttj,. . ., für die die entsprechende der beiden Beziehungen: 


+00 А, 


А 
| (A90 (a) din = 
vitu 


А, 


EIER 
|i, 


ал+ 1 
ity 


И Е 
? | (Сон) = 
v— 00 
mit: 
lim A, = + oo 
t= 00 


gilt. Nehmen wir etwa ersteren Fall an und setzen: 
(19) о E= alf 


so haben wir ka = 1 und: S 


[+ oo А осо | . A 
(eu GO du 0, (oU ea)? du = ll -, 
Е d ^ à i een 
Ally len " 
Кп 
oder wegen (13): 
too ( } A 
pam+2 п (k ty)? dur = n 
E: G ш ) jani 
es wäre also für ФО) (и, be й) Bedingung 1. von Satz XVIa für die klasse %, nicht erfüllt. 

Damit ist Satz ХХХ nachgewiesen. In analoger Weise (man vergleiche den Beweis von Satz XXVI a) 
zeigt man: 

ХХХ и. Es genüge е (п) allen Voraussetzungen von Satz ХХУШ. Damit in jedem Punkle x des 
beliebigen Intervalles (и, b) in dem die in <a, b — zur Klasse $, gehörige Funktion f eine endliche 
Ableitung u:-ter Ordnung besitzt, die Beziehungen (7), (8) gelten, ist notwendig und hinreichend, daß das 
Integral (4) von $ 14 existiere und daß folgende Bedingung erfüllt sei: zu jedem > 0 gehört ein А, so 
daß für г ze i: 


/ 


1 A Tec | A 
(14) (#09 QD)? du << — ; d (00) Е 
u e н 


un u30 +1 


Sind diese Bedingungen erfüllt, so gelten die Beziehungen (7), (8) gleichmäßig in jedem Teilintervalle 
< а/, b/ — von (а, b), in dem f 12-та] stetig differenzierbar ist. Ist  (u) eine gerade Funktion, so kann 


die Ableitung f? (x) ersetzt werden durch die verallgemeinerte Ableitung fo (QU). ^ 


1 Anmerkung auf p. 01 [645]. 
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ХХХІ. In Satz XXX kann die Klasse $$, ersetzt werden durch die Klasse Sp wenn 
Bedingung (9) ersetzt wird durch die Bedingung: zu jedem //— О gibt es ein, so daß 
(abgesehen von Nullmengen): 


(15) gon] С -——— Für [ag] > A. 
EE m 
і 


Bedingung (15) ist hinreichend. Es genügt, gemäß Satz ХІХ а für die Klasse Ду, nachzuweisen: 
Zu jedem / > О gibt es ein W, so daß (abgesehen von Nullmengen) für alle k > 1: 


|o UD x WEHEN Ul... 


Aus (15) und den Beziehungen (9) von $ 14 folgt, daß es zu jedem л — О ein Б gibt, so daß für 
и ==: 


ЕО Si 


Infolgedessen ist für |u! 2= л und k= 1: 


E B pou екы j 
© (ku) < — o: -— El (nl < — — Е Ж 
jo ORFI 9 | Der 


womit Bedingung 1. von ХГХ a für %, nachgewiesen ist. 

Bedingung (15) ist notwendig. Wäre sie nicht erfüllt, so hieße das: es gibt ein 4 > О und eine 
561 65 in —/n oo), sei es in(- ©, = gelegene Folge voniMengen Wi, Wera Min... mit von О 
verschiedenem Inhalte, derart, daß in den Punkten von Ui, 


11 
„Ону 
Кш а 


ist. Nehmen wir etwa an, diese Mengen liegen in <A, +œ). Es gibt dann auch eine Folge von Punkten 
и» (= I), so daß der in < Wn itn +1 — liegende Teil my von We, nicht den Inhalt © hat. Setzen wir: 
IR lt, 


so ist f, > 1, und es wird in den Punkten der Menge 93, die aus Vi, durch Ähnlichkeitstransformation 
im Verhältnisse №, : 1 entsteht: 


kml „(т) (k 1) => 1i эы TE C ЖЫШ СЕА — EAD NEN 
"n vg quet ex МТ coma den EE (kp Tyson ` 
о "+ | 
\ kn / \ R, / 


so daß also Bedingung 1. von Satz ХҮІ für die Klasse 5, nicht erfüllt wäre. 
Analog beweist man (vergleiche den Beweis von Satz NNVII a): 


NNXla. -In Satz ХХХ и kann die Klasse Aë, ersetzt werden durch die Klasse ҳу, wenn Bedingung 
(14) ersetzt wird durch Bedingung (15).- 


$ 16. Smgulire Integrale vom Poisson schen Typus. 


Wir betrachten nun einen Typus singulärer Integrale, den wir, weil in ihm das aus der Potential- 
theorie bekannte Poisson'sche Integral als Spezialfall enthalten ist, als den Poisson'schen Typus 
hezeichnen wollen. 


Sei « (п) eine in (—/, D definierte, im Nullpunkt verschwindende Funktion der Gestalt: 


(1) (п) = э wPo (и, nr, 
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worin: 


(2) eism Dee: Na са) em ic 
u=0 


In jedem den Nullpunkt nicht enthaltenden Teilintervalle — a, p > von (— /, 7) sei die untere Grenze 
von Ф (u) eine positive Zahl. 
Sei О « ү «I. Wir wollen für k с> О eine Funktion с (k) so bestimmen, daß: 


T d 
(8) im eil к = 
k=+00 у b Ф (и) 
wird. — Sei й — О beliebig gegeben. Wir können dann, zufolge (1) und (2), y с> О so klein wählen, daß in 
== {ү з: 
(4) (a— h) u << © (и) < (a47) |012, 
und somit auch: 
А / D А 
(5) dp йи < D dit = : du | 
o I+k: (a+h)ur —y 1+ ker (и) о 1+ (2 —– h) ur 


Dies führt uns auf die Aufgabe, eine asymptotische Auswertung des Integrales: 


S du 
Ilk, В, о, р) = | ——— 
LE | 1 4- k-BuP 


vorzunehmen. Führen wii die Substitution: 


aus, so erhalten wir: 


Exec te E ов gy 
Іар 8 A 
1+ up 
0 
Setzen wir noch: 
"oO 
(6) OD) EN Р 
à 0 | +u? 
so haben wir also: 

J 1 

(7) Mig Л (Лур в, у= mil): 


k=+00 
Nun kann (5) auch geschrieben werden: 


ES пс du L 
2 Ер I(k ath т, p) Ж kr [ — =2Ёр d (R, a--h, Yh р). 
—y 14k e (u) 


v 


Wegen (7) ist also, wenn 1, > О beliebig gegeben wird, für alle & = kọ: 


20. i (ut г а 9 
2 (a+) EE Ed Ls D (ue MEI EN 
е (и) 


Sei nun y eine beliebige Zahl aus (0, /) und es sei y (<< y) entsprechend (4) gewählt. Da die untere 
Grenze von € (и) in < 7, y — sowie іп <— 7, —t' => positiv (etwa = A >> 0) ist, haben wir: 


^ du JE di 2 HM 
ltko() Joydckgo()| 1+%9 


Wir haben also endlich für alle hinlänglich großen 2: 


B zo e SE) ац : кос ar 
а (аео) kn ge E E — + ff, 
| 4-89 1+0 (и) | EA 
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und da hierin // und т beliebig waren, so ist das gleichbedeutend mit: 


T „г, н 
а er ТЕ ee Et, 
Gate —1 1T FE. (u) 


Wir sehen also, daß wir in (3) wählen können: 


Wir können nun den Satz beweisen: 

XXXII. Sei» (и) eine in (—/, 7 gegebene Funktion der Form (1), (2), deren untere Grenze 
in jedem den Nullpunkt nicht enthaltenden Teilintervalle = 2, 52» von (—/, /) positiv ist. 
МЖО Л werde der Wert (6) bezeichnet, Dann gilt für jede in «a, a -- / — zur Klasse %, 
gehörige Funktion /, die im Punkte x von (a, а + l) stetig ist, die Formel: 


1 1 
(8 m р раі 2 
8) ru ——— lim Ё FG БЕБЕ EB 
29 (p) eSa Ја 1+ko (È — 1) 


Diese Formel gilt gleichmáfiig in jedem Teilintervalle — a, b! — von (a, a + D, in dessen 
sämtlichen Punkten f stetig ist. 

Zum Beweise haben wir uns nur auf Satz ХУШ zu berufen. Ist < 4, @ > ein den Nullpunkt nicht 
enthaltendes Teilintervall von (— /, D, so haben wir nach Voraussetzung in < 7, 8 >: 


(>> 0 


3 


und somit, wenn: 


gr QE 1 


20 (p) ^ 1+9 (0 


gesetzt wird: 


(9) ah kr 

Е Eli) 2 en 
2Q(p) 1-- £8 

so daß: 


ran sz (ens 0) 
k=+ 00 
gleichmäßig in << 2, 5 > ist, wie Voraussetzung (1) von Satz ХУШ verlangt. 
Daß Bedingung 3. und + von ХУШ erfüllt sind, folgt aus der wegen (3) gültigen Beziehung: 


Gë ү 
lim | (п, B) du = bm | pA ey reine 1. 
EE d aU sg Ё=+оо y 


Einen bekannten Spezialfall erhält man, indem man für (— /, 7) das Intervall (—2 z, 27) wählt und: 


Түш == сб» il 


setzt. Man erhält so: 


. 1 . 1 Patan Cu dz 
la = n | el —————— d 
GO ees un Sal eres ee AER 
Setzt man hierin: 
27] 
== - р 
id Kë 
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dessen lim gleich 1 ist, so erhält man die bekannte Poisson'sche Formel: 
Yl 


1— à 
Р = L— „im (re E 
1—2r cos (£—2) +r? 
Die Übertragung von Satz ХХХП auf unendliche Intervalle gelingt leicht durch Berufung auf 
Satz ХУШ a: 


XXXII a. »Sei © (и) eine für alle reellen a definierte Funktion der Gestalt (1), (2), deren untere Grenze 
in jedem endlichen, den Nullpunkt nicht enthaltenden Intervalle positiv ist. Mit Q (p) werde der Wert (6) 


bezeichnet. Es gilt dann die Formel: 
1 


Se oe ae = а 
zs d MN © 1+ЁФ(@—х) 


in jedem Punkte x, in dem f stetig ist: a) für alle Funktionen, die in (—oo, +œ) zur klasse $$, gehören 


wenn: 


(11) im 2(W>0; lim (0) 2 0. 
U=+00 


t =— оо 


b) für alle Funktionen, die in (— оо, +оо) zur Klasse ($, gehören, wenn (11) erfüllt ist und: 


+оо 7 
(12) | du 
Læ (14-9 (12)? 
existiert; c) für alle Funktionen, die in (— со, +œ) zur Klasse $$, gehören, wenn (11) erfüllt ist und: 
+оо d 
(13) a 
оо 14-9 (t) 


existiert. In allen diesen Fällen gilt (10) gleichmäßig in jedem endlichen Intervalle < a^, b^ >, in dessen 
sämtlichen Punkten f stetig ist.« 

In der Tat, ist Bedingung (11) erfüllt, so gibt es zu jedem с> О ein 4 — 0, so daß in (— œ, —Л > 
und in <A, +œ): 


e (и) 2 v. 


In diesen Intervallen ist daher Ungleichung (9) erfüllt, und somit vg (и, X) 
Damit ist Bedingung 1. von ХУШ a für die Klasse $, nachgewiesen. 
Ferner hat man in den genannten Intervallen: 


alle & 


1+0 (и; 1+9 1 1 
2 ie me UE 
I+ke (и) kr (m) ko 
Existiert also das Integral (12), so hat man: 


2 2 


es (u, Dy? d a? p? | "ES du E 
с Gt, у du == Pc Tee 
ү, ilu ien A Qe QD 


3 atm o. 
ы о p mE ү 
4 (9 (p)? 9 Jn Qc @ oun 


Es sind also gewiß die Integrale: 


4-00 —} 
| (о (и, k)? du und | (v (и, &))? du 
h — оо 


geschränkt für alle £ Ze 1. Damit ist Bedingung 1. von ХУШ a für die Klasse $, nachgewiesen. 


c 
Ct 
= 
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Ebenso beweist man, wenn das Integral (13) existiert, die Ungleichung: 


1 


[ra k) du S 27 Ze ge 
ee S x00 nk 1-2) 


woraus man entnimmt: 


"4 o0 = № 
lim | © (п, №) Hu = 0; lim | 0 (m k) дн = 0. 
h 


к= +00 k=+00 — со 


Daraus aber kann man, wie wir nun schon wiederholt gesehen haben, weiter schließen, daß für jede 
Folge von Zahlen £, mit lim £, = + со der zum Kerne: 


== оо 
20 SCH 
"aub u) = Pond МА j TEER 
| 20(p 1+ 2,00) 


gehörige Kern Ф (и, n, й) für jedes Л — О in (— оо, +æ) der Bedingung 1. von Satz Ш а genügt, so daß 
Bedingung 1. von ХУШ für die Klasse %, nachgewiesen ist. Damit ist Satz XXXII a bewiesen. 
Als einfachsten Spezialfall erwähnen wir: ! 


UR) E, 


Man erhált so, indem man noch 


to 


|| 


setzt, die in jedem Stetigkeitspunkte einer Funktion f, die in (— оо, + оо) einer der drei Klassen Aë, (ys. ©; 
angehört, gültige Formel: 


1 +o р | 
(14) f (9X) = — lim | FO e 
us — оо ЕЕЕ 


= +0 


$ 17. Konvergenz an Unstetigkeitsstellen und Ditferenziation. 


Wir wenden auch auf unseren jetzigen Typus singulärer Integrale Satz XIV und XV, beziehungs- 
weise XIVa und XVa an. Wir erhalten: 


NXNII Es genüge v (u) außer den Voraussetzungen von Satz XXXII (beziehungsweise 
den Voraussetzungen von Satz XXNIIa für die Klasse $$) noch folgenden Bedingungen: з (m) 
besitztin einer Umgebung des Nullpunktes eine absolut stetige (m —1)-te Ableitung und es 
sind in dieser Umgebung, abgesehen von einer Nullmenge, die Ungleichungen erfüllt: 


(D ОСЕ 


. dann gilt Gleichung (8) (beziehungsweise (10), von $ 16 in jedem Punkte x von (a, a 4- I) 
(beziehungsweise in jedem Punkte x), in dem die zur Klasse 5, (beziehungsweise zur klasse jy) gehörige 
Funktion f m-te Ableitung ihres m-fach iterierten unbestimmten Integrales ist. — Ist außer- 
dem in einer Umgebung des Nullpunktes: v (—1) = (u), so gilt (8) (beziehungsweise (10)) von 
$ 16 in jedem Punkte x von (a, a+ lI) (beziehungsweise in jedem Punkte х), in dem f verall- 
gemeinerte m-te Ableitung seines m-fach itererierten unbestimmten Integrales ist. 

Wir haben nachzuweisen, daß der Kern: 


(2) 5 | 
?9(p 1+2 (8—2) 


1 Es ist dies gleichzeitig ein Spezialfall des Weierstraß’schen Typus. 
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allen Voraussetzungen und Bedingungen von Satz NIV genügt. Beachten wir zu dem Zwecke, daß die 


, 1 à - : i 
i-te Ableitung von —————— eine Summe aus einer endlichen Anzahl von Summanden der Form: 
I-+ke (и) 


H (р (0^ (ei (0). . a 
(1-60 0 (m)! 


ist, wo für die Exponenten die Gleichheiten gelten: 


(3) 


(4) tik, +i] 1 
(5) К СЕЛ ЕК ar EE 
In der Tat gilt dies für ; = 1: 
d 1 Ze Кеф! (u) 
du lid ' (u) dii WEE (Dy? ` 


und kann allgemein durch vollständige Induktion bewiesen werden, die genau so verläuft, wie beim 
analogen Beweise in $ 12. 
Zunächst sehen wir, daß in einer Umgebung der Stelle x für $-{ x die Beziehung (1) von $ 7: 
i 


(6) lim (а 0 el ei) 


k=+00 Qf 


gi 


besteht: in der Tat, zufolge (2) und (3) enthält jeder Summand von 


A Ф (& v, k) im Zähler den Faktor 
1 
Ki 


sc 1 
pF ‚während der Nenner groß wird wie (¢ (и) EM", Da ẹ (и) Æ О und m < 1 ist, folgt unmittelbar (6). 


Es bleibt noch nachzuweisen, daß Bedingung 3. von Satz XIV erfüllt ist, oder, was dasselbe ist, daß 
für ein hinlänglich kleines y > О eine Ungleichung besteht: 


i 1 
——— — i du <N füralek=]1. 


ї 
(7) Ev | u” 
du" 14ko (и) 


Nun besteht 
H a” | 


du” I+ko(m 


aus einer endlichen Anzahl Summanden der Form (3). Wegen (1) von 8 16 ist hierin, wenn /; — О beliebig 
und dazu y > О hinlänglich klein gewählt wurde: 


1-ЕЁ o (и) >1I+k(a—h)|u|r, 


und somit ist, wegen der Ungleichungen (1), das Integral in (7) kleiner als eine endliche Anzahl Summan- 
den der Form (С bedeutet eine Konstante): 


Chr "s +j P= 0) 7 0—9) +.. вт (рт) Gë 
o (1 k (a. — һу, upyi*! 
L 
indem wir die Substitution А .u =v vornehmen und (4) und (5) beachten (für i= 14), sehen wir, daß hierin 


alle Faktoren & sich vollständig wegheben und dieser Ausdruck übergeht in: 


С D f n , 

proc iger 
] (+ (a — h) vri * 
wegen p — 1 aber existiert das Integral: 


+00 рР/ 
к= ыш 
1 RESCH 


womit (7) nachgewiesen ist. Der Beweis von Satz XXXIII ist damit beendet. 
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Für das Poisson'sche Integral wurde der einfachste Fall dieses Satzes (m — 1) zuerst von P. Fatou! 
bewiesen. 
Durch Anwendung von Satz ХІХ erhalten wir den Satz: 


NNNIV. Es genüge c (иу außer den Voraussetzungen von Satz ХМ nach folgenden 


Bedingungen: 7 (1) besitzt eine in jedem Teilintervalle — 2, 6 = von(—1, I) absolut stetige 


(m —l)-te Ableitung und es sind in jedem solchen Teilintervalle (abgesehen von einer Null- 
menge) Ungleichungen der Gestalt: 


(8) Io = Me (pum 1, s. 


erfüllt. Dann gilt in jedem Punkte x von (a, «tH іп dem diein =< u, a--/ — zur Klasse jy 


gehörige Funktion f eine endliche Ableitung mter Ordnung besitzt, die Formel: 


1 
(9) m» 3n т feat 9i 1 
шү = ы Im £ [| PAS) | Е (ЕЕ оү 
SOT) k = + 00 2m Qai E ER (£— x) 


Diese Beziehung gilt gleichmäßig in jedem Teilintervalle <a’, P! — von (a, a4-D), in 
dem fiz-mal stetig differenzierbar ist. — Genügt v (п) in einer Umgebung des Nullpunktes 


der Beziehung e (—4) — 5 (и), so gilt (9) auch für die verallgemeinerte i-te Ableitung fÒ (4). 
Beim Beweise hat man nur zu beachten, daf in jedem den Nullpunkt nicht enthaltenden Teilinter- 
valle < 4, & > von (—/, 1) die Beziehung: 
A i 
Р Ш" 1 
WIN e c oL M =0 
k=+00 du" ]-4 Ec (a) 


gleichmäßig gilt. In der Tat gilt nach den in Satz XXXI über y (и) gemachten Voraussetzungen in 
< 4, [ — eine Ungleichung: 
(p (ity = 9 0), 


woraus nach der oben besprochenen Form von 


dn-i 1 


і dai i I+ke (и) 


die Behauptung unmittelbar folgt. Damit ist die Voraussetzung (3) vom Satz NIN erwiesen. Daf die 
übrigen Bedingungen dieses Satzes gelten ist evident. 

Im speziellen Falle des Poisson'schen Integrales wurden die Behauptungen unseres Satzes bewiesen 
von Ch. J. de la Vallée-Poussin.? 

Für unendliehe Intervalle erhalten wir durch Berufung auf Satz NIN и: 

XXNIV a. »Es genüge 7 (u) den zu Beginn von Satz NNXIlla gemachten Voraussetzungen. 

Ferner besitze 7 (и) eine in jedem endlichen Intervalle absolut stetige (ш — 10 іе Ableitung und es 
seien in ( œ, + co) Ungleichungen der Form: 


(10) (п) p pr Gun, 
(11) E А. 


erfüllt. Dann gilt in jedem Punkte т, in dem die in (— оо, + оо) zu einer der Klassen Ду, $, Y; gehörige 
Funktion f eine endliche Ableitung m-ter Ordnung besitzt, die Formel: 


1 Acta Matb., Bd. 30, p. 345, 373. Vgl. auch Н. Lebesgue a. а, О., p. 87, und W. Gros, Sitzungsber. Akad. Wien. Abt. Па. 
Bd. 124, p. 1020. 


л 


2 Yend. Bruxelles, Bull. Classe des Sciences 1908, p. 245, 
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mug 
BÀ fog mef rož ig 
A im й de t=T e zen EE, 
2 Q (p) к=+әо 2M “аво ТО тае E 4 l 


Sie gilt gleichmäßig in jedem endlichen Intervalle < a’, b >, in dem f т-та! stetig differenzierbar 


ist. — Genügt c (и) in einer Umgebung des Nullpunktes der Beziehung з (— 4) = Ф (и), so gilt (12) auch 
für die verallgemeinerte ;-te Ableitung fo (х). 
Es genügt, nach dem schon Bewiesenen, zu zeigen, daß Bedingung 1. von Satz XIXa erfüllt ist. 
Zeigen wir dies zunächst für die Klasse %,. Wir setzen: 
1 
ap a 1 


—— * Ёр ————— außerhalb < — h, h > 
I (0 k, h) = 4 2 9 (p) 14- & c (1) 


0 ш = Е ==. 
und haben nach (10): 
1 1 
af kr 


|o qu, El < —— 
20(p LEER. h? 


also ist |* (и, k, h)| geschränkt für alle и und alle k. 
Ferner haben wir, unter Benützung von (3), (4), (5), (10) und (11), wenn durch das Symol X eine 
Summation über eine endliche Zahl von Summanden angedeutet wird: 


ey 


l3 E. bl |u)gi—i 
2 [30 (u, &, 1| < S CUT n TARL АЕ (ж ce 
2 (1+ 8- & Juje) 
und indem wir Ё |n}? = v schreiben, haben wir außerhalb < —h, h>: 
a TEN 
yop 
а= 
2 зао (1+ ^ч 


Es ist also, da — < 1 ist, auch A (и, k, h) (2 = 1, 2,..., m) geschränkt für alle z und alle k. — 
р 
Damit ist Bedingung 1. von XIXa für die Klasse $, nachgewiesen. 


Wir gehen sogleich über zur klasse $y,, da für die Klasse %, der Nachweis ganz analog ist: Aus (13) 
entnehmen wir sofort: 


di 


E 1. +00 прі! 
| he (и, El du < x Coke En к= E jy, 
== 2 (p) (14 8-и) 


1 
oder vermöge der Substitution: v == РР «i 


(14) +оо ` KEE 
[ 100 (и, k, D| da « ^ C- ef, c m a 
UE Lam Ji, Bom 


Nun haben wir: 
рР/—? 


— ——— v-Gtp) 
(1+ В 02)7+1 giu 
infolgedessen: 
* oo pj—i Я 
1 T un = Ж m NE h- geom 
i09 (14-p o5)i*! porn 
HI 
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und, indem man dies in (14) einführt und berücksichtigt, daß р > 1 ist: 


+оо 
| 10 (1, k, I) du << ceka" (q= 0). 


oo 


Wir haben also: 


"Fo Б = 
lim | Lët ea 2, Ш) ue — 0, 
и — со 


к= +00 


woraus zusammen mit der ähnlich zu bestätigenden Beziehung: 


+00 
lim [ ak ol dui = 0 
Bates NN | 

nach einem schon wiederholt durchgeführten Schlusse folgt, daß Bedingung 1. von XIXa für die Klasse 
5, erfüllt ist. 

Wenden wir die Sätze XXXIII und XNXIV а auf den Spezialfall « (и) —- an, so sehen wir: 
Formel (14) von $ 16 gilt für jede in (— «o, + со) einer der Klassen $y,, Fo %, angehórende Funktion f, in 
jedem Punkte, in dem f verallgemeinerte zz-te Ableitung seines ın-fach iterierten unbestimmten Integrales 
ist; und in jedem Punkte, in dem f eine verallgemeinerte 7:-te Ableitung КО (x) besitzt, wird sie (für 
jedes ти) dargestellt durch: 


SCH SE SE l 
(15) f (д) = limp. | ҒӘ ern] 
т са GEO n? (& = SE 


Nun ist bekanntlich: 


7 roo К Uu" 7 rt oo ү" x | 
pa == ООУ сс О P | б, COS Ad d (02 O). 
b du" gu? l; du" 


ro 


Wir kónnen Formel (14) von 8 16 also auch so schreiben: 


р=+0 оо 


7 1 со . [| Zen ` 1 t co N \ 
(16) fœ х= — lim | E © | e— 9^ cos AICOS AT d | E D er ЫП АХ geen 
T „= v0 0 


Sie gilt in dieser Form für jede Funktion von @,, $, oder y, in jedem Punkte, in dem f verallgemeinerte 
m-te Ableitung seines n:-fach iterierten unbestimmten Integrales ist. Die Formel (15) besagt, daß in jedem 
Punkte, in dem f eine verallgemeinerte ın-te Ableitung besitzt, diese aus (16) durch z; unter den Integral- 
zeichen auszuführende Differenziationen nach x gewonnen wird. 

D D ~ D H D m d 

Gehört f speziell zu дү. so existieren die Ausdrücke: 

1 E09 "a И 1 TEGO b H 
An = sl E EE | F(&isin Az de. 
=. -00 EE 


Dann kann (16) auch so geschrieben werden: 


"+00 
(17) 3:159) = тах | eTe (А 0) cos hw B (А) sin Ал) d, 
lt 


e 


und stellt für das Fourier'sche Integraltheorem das Analogon zurPoissanschen Summierung 
der Fourier'schen Reihe dar. Formel (17) gilt für jede in (— co, + оо) absolut integrierbare Funktion / 
an jeder Stelle, wo sie verallgemeinerte ;z-te Ableitung ihres -fach iterierten unbestimmten Integrales ist. 
Wo eine verallgemeinerte nz-te Ableitung von f existiert, wird sie aus (17) gewonnen, indem man unter 
dem Integralzeichen 27-та! nach t differenziert. 


